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INTRODUCTION 


Les  formules  que  l'on  rencontre  dans  la  trigonométrie  et  dans  l'application  de  l'al^jèbre 
à  la  géométrie ,  ne  s'appliquent  pas  seulement  aux  figures  tl'après  lesquelles  elles  ont  été 
établies,  mais  à  toutes  celles  qui  résultent  des  transformations  que  peuvent  subir  ces  figures 
d'après  la  loi  de  continuité.  Pour  donner  à  ces  formules  cette  signification  générale,  il  faut, 
comme  on  sait .  avoir  égard  aux  changemens  de  signe  de  certaines  quantités  telles  que  les 
abscisses,  les  ordonnées,  les  sinus,  cosinus  etc.  et  opérer  conformément  aux  règles  des 
signes.  Mais  il  me  semble  que  dans  les  ouvrages  destinés  à  l'enseignement  on  se  repose 
tro|)  sur  ce  qu'on  appelle  la  généralité  de  l'algèbre .  d'oii  résulte  un  certain  défaut  d'évi- 
dence qu'on  ne  rencontre  pas  dans  la  méthode  purement  géométrique  et  ijui  a  peut-être 
retardé  l'adoption  géni'-rale  pour  l'enseignement,  ailleurs  qu'en  Francce ,  de  la  méthode 
algébrique,  nommée  ordinairement  méthode  analytique. 

Pour  donner  à  cette  dernière  le  degré  d'évidence  dont  elle  est  susceptible,  il  faut  mettre 
au  jour  le  mécanisme  de  la  règle  des  signes  relativement  à  ces  formules  fondamentales  d'où 
découlent  toutes  les  autres  dans  les  dillèrentes  branches  d'étude.  Telles  sont  dans  la  trigo- 
nométrie recîiligne  celles  qui  donnent  le  sinus  et  le  cosinusde  la  somme  algébrique  de  deux 
arcs,  et  dans  la  trigonométrie  sphérique  celle  qui  établit  une  relation  entre  le  cosinus  d  uu 
angle  et  les  sinus  et  cosinus  des  trois  côtés  d'un  triangle. 

C  est  ce  que  j'ai  essayé  de  faire  à  l'égard  des  formules  les  plus  impoilanies  de  la  trigo- 
nométrie, de  l'aiiplication  de  l'algèbre  à  la  géométrie,  du  calcul  dillérentiel  et  de  la  mé- 
canique. 

Le  but  principal  de  cet  ouvrage  est  de  compléter ,  sous  ce  ra|iport .  les  excellens  traités 
que  nous  possédons  sur  l'application  de  l'algèbre  à  la  géométrie. 

.le  crois  utile  de  le  faire  précéder  ici  de  cjuclques  considérations  générales  sur  les  (juan- 
tités  positives  et  négatives  et  sur  les  règles  des  signes. 


En  arithmétique  on  ne  considère  les  nombres  que  sous  le  rapport  de  leur  grandeiii-  ab- 
solue. Dans  l'algèbre  et  dans  ses  applications  à  la  géométrie  et  a  la  mécanique,  on  distmgue 
les  quantités  en  positives  et  négatives  d'après  le  sens  dans  lequel  elles  sont  prises,  \insi  ' 
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jjar  exemple ,  s'il  s'agit  d'un  problème  dans  lequel  doivent  figurer  les  sommes  dues  à  un 
négociant  et  celles  qu'il  doit  lui-même,  on  représentera  les  premières  par  des  nombres  po- 
sitifs et  les  dernières  par  des  nombres  négatifs.  Si  un  point  parcoui't  sur  une  droite  diffé- 
rentes distances,  on  regardera  comme  positives  celles  qui  sont  parcourues  dans  un  sens 
fi  comme  négatives  celles  qui  sont  parcourues  dans  le  sens  contraire. 

S'il  est  question  de  forces  parallèles,  on  regardera  comme  positives  celles  qui  tirent 
dans  un  sens  et  conmie  négatives  celles  qui  tirent  dans  le  sens  contraire. 

Lorsqu'il  s'agit  de  nombres  représentés  par  des  cliiilVes ,  on  désigne  les  nombres  posi- 
titifs  par  le  signe  +  (plus)  et  les  nombres  négatifs  par  le  signe  —  (moins) ,  ainsi  -\-  5 
est  positif  et  —  o  est  négatif. 

Mais  lorsqu'il  s'agit  de  quantités  représentées  par  des  lettres ,  le  signe  -f-  signifie  que  la 
(juantité  est  prise  dans  son  sens  propre,  et  le  signe  —  signifie  qu'elle  est  prise  en  sens  con- 
traire de  son  sens  propre. 

Par  exemple ,  lorsque  se  a  pour  valeur  -|-  3 ,  +  ^  signifie  -\-  3  et  —  x  signifie  —  3  ; 
mais  lorsque  x  a  pour  valeur  —  3  ,  -f-  ^  signifie  —  3 ,  et  —  .v  signifie  +  3. 

L'addition  algébrique  consiste  à  joindre  ensemble  des  quantités  de  même  espèce,  en 
conservant  à  chacune  d'elles  leur  sens,  positif  ou  négatif,  .\insi  pour  indiquer  que  la  quan- 
tité -f-3  doit  être  ajoutée  à  — 5,  on  écrit  — 5 -\-o.  Pour  indiquer  que  — 7  doit  être 
ajoutée  à  -j-4,  on  écrit  -^- 'i  —  7.  Si  l'on  a  — 2a6-|-6*  à  ajouter  à  o-,  on  écrit 
a'  —  'lah  -|-  h'\    et  ainsi  de  suite. 

Le  résultat  d'une  addition  algébrique  s'appelle  somme  algébrique.  On  peut  le  simplifier 
de  deux  manières.  1°  En  ajoutant,  comme  en  arithmétique,  les  quantités  de  même  espèce 
et  de  même  signe.  Ainsi  —  o  —  3  se  réduit  à  —  8;  -|-  oa'b  -\-  oa'h  se  réduit  à  -|-  Sa«i. 
2"  En  supprimant  deux  quantités  de  même  espèce,  égales  et  de  signe  contraire.  Par 
exemple  ,5  —  7  étant  égal  à  o  —  o  —  2 ,  se  réduit  à  —  2  par  la  suppression  des  quan- 
tités -|-5  et  —  5  (|ui  se  détruisent.  De  même  46c*  —  9ic2=4ic-—  46c- — 6bc^^—  5bc\ 

La  soustraction  algébrique  a  pour  but  de  trouver  l'une  des  deux  parties  d'une  somme 
algébrique  dont  on  connaît  l'autre  partie.  D'après  cela  il  est  évident  que  la  partie  cherchée 
se  forme  en  changeant  les  signes  de  tous  les  termes  de  la  partie  connue  et  en  la  joignant  à 
la  somme  donnée. 

Par  exemple ,  si  n-  —  2ab  est  la  somme  algébrique  et  —  c'  -\-  de'  la  partie  donnée ,  on 
trouve  que  la  partie  cherchée  est  a'  —  lab  -\-  c-  —  de'.  En  effet  si  on  ajoute  les  deux 
parties ,  en  elfaçant  les  termes  qui  se  détruisent ,  on  retrouve  o'  —  2ah  pour  leur  somme 
algébrique.  Soit  encore  12  la  somme  algébrique  de  deux  nombres  dont  l'un  est  15,  on 
trouvera  12  —  15  ou  —  3  pour  l'autre  nombre. 

Le  résultat  d'une  soustraction  algébrique  peut  s'appeler  différence  par  analogie  avec  l'a- 
rithméti(|ue ,  mais  il  faut  étendie  l'acception  de  ce  mot.  Ce  résultat  se  simplifie,  s'il  y  a 
lieu  ,  comme  celui  d'une  addition. 

Il  est  des  cas  où  l'on  pourrait  être  tenté  de  prendre  une  addition  pour  une  soustraction. 
Par  exemple,  soient  P^  et  P"  deux  points  de  l'axe  des  x,  dont  les  abscisses  sont  OV'  =  x' 
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et  0P"=2:".  Si  l'on  veut  esprimer  la  distance  du  point  P'  an  point  P',  on  aura  la  for- 
mule 

p"P'=P"OP'=  — ^"4-^'.        Voyez  n"  2  de  l'ouvrage. 

Or  si  l'on  écrivait  P"P'r=j:' —  x",  non  seulement  l'opération  ne  pourrait  plus  être 
représentée  par  un  tracé  continu  d'une  manière  naturelle;  mais  l'on  s'imaginerait  faiile- 
ment  qu'il  est  question  d'une  soustraction;  tandis  qu'en  réalité  il  s'agit  d'exprimer  le  tracé 
P''OP',  c'est-à-ilire ,  de  faire  la  somme  algébrique  de  — x''  et  de  +^'. 

La  multiplication  en  arithmétique  consiste  à  trouver  un  nombre  appelé  produit  qui  soit 
composé  avec  un  autre  nombre  appelé  multiplicande,  comme  un  troisième  nombre  appelé 
multiplicateur  est  composé  avec  l'unité.  Toute  multiplication  aritliniétique  suppose  donc 
une  proportion  dont  le  premier  terme  est  l'unité,  le  second  le  multiplicateur,  le  troisième 
le  multiplicande  et  le  quatrième  le  produit.  Par  exemple,  la  multiplication  3  X  o=16 
suppose  la  proportion    1  :  3  ::  5  :  15. 

En  algèbre  le  multiplicande  et  le  multiplicateur  étant  affectés  des  signes  +  ou  —  .  il 
s'agit  de  déterminer  le  signe  qui  en  résulte  pour  le  produit.  On  prend  alors  pour  point  de 
départ  l'unité  positive ,  c'est-à-dire  que  le  premier  terme  de  la  proportion  est  -f- 1. 

Prenons  pour  exemple  de  quantités  positives  et  négatives,  les  distances  comptées  sur 
une  même  droite  ou  sur  des  droites  parallèles ,  telles  que  sont  les  abscisses  et  les  or- 
données. 

Soit  y=3,T  l'équation  d'une  droite  qui  passe  par  l'origine  et  qui  est  telle  que  l'ordonnée 
est  toujours  triple  de  l'abscisse.  Celte  équation  suppose  la  proportion    -(- 1^  •  +3  '.'.  x  :  ij. 

Or  dès  qu'on  suppose  les  termes  d'une  proportion  susceptibles  des  signes  -f-  ou  — ,  ce 
qui  est  nécessaire  quand  on  entre  dans  le  domaine  de  l'algèbre,  on  doit  admettre  sans 
peine  ce  principe  :  que  lorsque  les  ternies  du  premier  rappoi't  sont  de  même  signe ,  les 
termes  du  second  rapport  doivent  aussi  être  de  même  signe,  et  que  lors(iue  les  termes  du 
premier  rapport  sont  de  signe  contraire ,  les  termes  du  secontl  rapport  doivent  aussi  être 
de  signe  contraire. 

La  géométrie  confirme  ici  pleinement  ce  principe.  En  effet  pour  la  ilroile  MN  (fig.  224  , 
planche  dernière)  qui  représente  l'équation  y:=5x,  on  a  la  proportion  -|-  1  :  +  3  ::  .r  :  y 
L'abscisse  et  l'ordonnée  sont  toutes  deux  positives  dans  la  partie  DM,  prolongée  justpra 
l'infini ,  et  toutes  deux  négatives  dans  la  partie  ON  prolongée  de  la  même  manière. 

L'équation  y=  —  ox  ou  la  proportion  -\-  l  :  —  3  ::  x  :  y ,  et  représentée  par  la  droite 
RS  (fig.  223).  On  voit  que  dans  la  partie  OR  l'abscisse  est  négative  et  l'ordonnée  positive 
et  que  dans  la  partie  OS  l'abscisse  est  positive  et  l'ordonnée  négative,  .\insi  les  termes  du 
second  rapport  sont  ici  toujours  de  signe  contraire  comme  ceux  du  premier.  Ce  principe 
peut  s'énoncer  de  cette  manière  :  Lorsque  le  second  terme  (miiltiplicateur)  est  de  même 
signe  que  le  premier  terme  (-|-1),  c'est-à-dire  positif,  le  quatrième  terme  (produit)  est 
de  même  signe  que  le  troisième  (multiplicande).  Et  lorsque  le  multiplicateur  est  de  signe 
contraire  à  -f-l ,  c'est-à-dire  négatif,  le  produit  est  de  signe  contraire  à  celui  du  multipli- 
cande. 
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Enfin  on  arrive  par  là  à  celte  règle,  que  le  produit  est  positif  lorsque  les  deux  facteurs 
sont  de  même  signe,  et  négatif  lorscjuc  les  facteurs  sont  de  signe  contraire. 

Cette  règle  suffit  pour  déterminer  le  signe  du  produit  d'un  nombre  quelconque  de  fac- 
teurs. Ainsi  le  pi'oduit  des  facteurs  +»,  —  h,  —  c,  _|-rfest+  ahcd.  En  effet  le  pro- 
duit des  deux  premiers  facteurs  est  négatif  En  le  multipliant  par  —  c ,  on  a  un  résultat 
positif  et  en  multipliant  ce  résultat  par  +  «^ .  on  a  un  produit  final  positif. 

Il  est  facile  de  voir  que  le  produit  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs  est  positif  lorsque 
le  nombre  des  facteurs  négatifs  est  pair ,  et  qu'il  est  négatif  lorsque  ce  nombre  est  impair. 

Dans  les  proportions  telles  que 

4-1  :  +  3  ::  a::y ,  +1  :_  r>  ::  ^  ;y  . 

on  peut  considérer  le  quatrième  terme  comme  un  dividende,  le  troisième  comme  un  divi- 
seur et  le  second  comme  le  (|uotient.  Or  le  principe  établi  à  l'égard  des  signes  peut  s'ex- 
primer ainsi.  Lors(iue  les  termes  du  second  rapport  sont  de  même  signe,  le  second  terme 
de  la  proportion  est  de  même  signe  tjue  + 1 ,  c'est-à-dire  positif .  et  lorsque  les  termes 
du  second  rapport  sont  de  signe  contraire ,  le  second  terme  de  la  pioportion  est  de  signe 
contraire  à  -f- 1 .  c'est-à-dire  négatif. 

En  d'autres  mots,  le  quotient  est  positif  lorsque  le  dividende  et  le  diviseur  sont  de  même 
signe ,  et  négatif  lorsque  le  dividende  et  le  diviseur  sont  de  signe  contraire. 

Telles  sont  les  règles  des  signes  dont  ce  qui  précède  ne  doit  cependant  pas  être  consi- 
déré comme  une  démonstration  rigoureuse. 

Il  est  des  cas  où  ces  règles  se  démontrent  en  toute  rigueur.  Soient  o ,  h ,  c ,  d  des 
nombres  entiers  positifs.  Si  l'on  a  à  soustraire  6  —  c  de  a ,  dans  le  cas  où  a  >■  i  et  6;>c , 
on  dira  que  a  —  h  est  un  résultat  trop  faible  de  c  unités,  puisque  ce  n'est  que  l'excès  de 
h   sur   c   qu"il  faut   retrancher  de  a,  et  (]ue  par  conséquent  le  véritable  résultat  est 

a  —  h  -\-  c. 

De  là  on  conclut  la  règle  des  signes  pour  la  soustraction;  mais  cette  démonstration  ne 
s'applique  pas  au  cas  où  les  inégalités  auraient  lieu  en  sens  contraire. 

Si  l'on  avait  a  —  i  à  multiplier  par  c  —  d,  dans  le  cas  de  a  >.  Z» ,  et  c^d ,  on  mul- 
tiplierait d'abord  a  —  h  par  c  et  l'on  remarquerait  (jue  le  produit  ac  est  trop  fort  de  b 
unités  répétées  c  fois ,  puisque  ce  n'est  que  l'excès  de  a  sur  h  qui  doit  être  multiplié 
par  c.  On  en  conclurait  ainsi  que  le  produit  de  a—  h  par  c  est  ac  —  hc.  Mais,  ajoute- 
rait-on ,  le  multiplicateur  donné  est  c—  d  et  non  pas  c ,  donc  le  produit  obtenu  surpasse 
le  produit  cherché  de  a  —  b  unités  répétées  d  fois ,  ou  de  ad  —  hd  unités.  Le  véritable 
produit  est  donc  ac  —  ic  —  (arf  —  hd)  ou  ,  en  vertu  de  la  règle  des  signes  pour  la  sous- 
traction ,  ac—hc  —  ad-\-  hd.  On  conclut  enfin  de  ce  résultat  les  règles  des  signes  pour 
la  multiplication  ,  et  beaucoup  d'auteurs  n'en  donnent  pas  d  autre  démonstration. 

Cette  démonstration  peut  s'étendre  facilement  au  cas  où  les  quantités  o ,  h,  c,  d  sont 
des  fractions ,  pourvu  qu'on  ait  toujours  a  >  5  et  c  >  rf  ;  mais  elle  est  inapplicable  au 
cas  où  les  inégalités  n'ont  pas  lieu  dans  ce  sens.  Car  si  l'on  avait  o  <  i   on  ne  pourrait 
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plus  parler  de  l'excès  de  a  sur  h  sans  admettre  implicitement  une  quantité  négative  iso- 
lée, ce  que  ne  comporte  pas  la  démonstration.  Tar  exemple ,  5  —  7  ne  signifie  autre  chose 
que  o  —  5  —  2  ou  simplenient  —  2. 

Les  démonstrations  de  ce  genre  sont  donc  insuffisantes. 

Si  l'on  pouvait  les  étendre  aux  cas  où  les  quantités  à  soustraire ,  dans  le  sens  arithmé- 
tique du  mot,  sont  plus  grandes  que  celles  dont  on  doit  les  soustraire,  ces  démonstrations 
s'appliqueraient  tout  de  suite  aux  quantités  négatives  isolées.  Pour  prouver,  par  exemple, 
que  —  h  multiplié  par  — d  donne  4"^'^.  ou  partirait  du  produit 

(a — i)  (c —  d)=:ac  —  bc  —  ad-\-hd.   fc, 

Et  si  l'on  pouvait  supposer  a<;i  et  c<id,  rien  n'empêcherait  de  supposer  a=^o  ci 
c=o ,  ce  qui  réduirait  ce  produit  à 

—  i  X  —  <^=  +  hd.  (Clairaut.  EUm .    d'alg.  n"  70). 

Lacroix  pour  prouver  que  le  produit  de  —  a  par  -j- '''  est  —  ah,  remar(]ue  que  le pi'o- 
duit  de  o  —  o  par  4-  ^  do't  être  ah  —  ah  ,  parce  que  le  multiplicande  étant  égal  à  zéro, 
le  produit  doit  aussi  être  zéro ,  et  que  le  premier  terme  étant  ah ,  le  second  doit  nécessai- 
rement être  —  ah ,  pour  détruire  ce  premier.  (£1.  d'alg.  n"  62). 

Mais  a—  a  étant  un  binôme,  cette  démonstration  ne  s'étend  pas  aux  quantités  isolées. 
Elle  est  donc  encore  insuffisante. 

Un  autre  auteur  (Reynaud.  El.  d'alg.)  a  fait  découler  les  règles  des  signes  pour  la  mul- 
tiplication ,  de  la  définition  même  de  cette  règle ,  en  étendant  un  peu  le  sens  de  cette  de- 
finition. 

Quand  le  multiplicande  a  le  signe  +  ,  dit-il ,  le  produit  a  le  signe  du  multiplicande . 
car  le  multiplicateur  positif  +  *  étant  formé  de  l'addition  de  b  unités ,  le  produit  sera  la 
somme  de  6  unités  égales  au  multiplicande,  etc. 

Quand  le  multiplicateur  a  le  signe  —  ,  le  produit  a  un  signe  contraire  au  multiplicande, 
carie  multiplicateur  négatif  — b  étant  composé  de  la  soustraction  de  b  unités,  on  oh- 
tiendrale  produit  en  retranchant  h  fois  le  multiplicande,  etc. 

Mais  il  me  semble  qu'on  a  quelque  peine  à  considérer  un  multiplicateur  isolé  +''  comme 
étant  formé  de  l'addition  de  h  unités,  et  un  multiplicateur  isolé  —  h  comme  compose  de 
la  soustraction  de  b  unités.  Car  une  quantité  isolée  n'est  ni  ajoutée  ni  soustraite. 

Je  crois  que  les  règles  des  signes  devraient  plutôt  s'appuyer  sur  une  induction  bien  lai  le 
et  que  toutes  les  démonstrations  (lu'on  en  a  données  et  qu'on  pourra  essayer  d'en  donner 
ne  satisferont  jamais  complètement.  C'est  ce  que  paraissait  admettre  M.  Bourdon  dans  la 
préface  à  la  i'°^  étiition  de  ses  élémens  d'algèbre;  mais  le  passage  auquel  je  fais  allusion 
a  été  supprimé  dans  les  éditions  suivantes. 

Quoi  qu'il  en  soit,  les  règles  des  signes  étant  une  fois  admises,  elles  conslitueni  un  prin- 
cipe qui  fait  la  base  de  l'algèbre. 

Par  exemple  quand  on  dit  que  —  3  est  racine  de  l'équation 
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on  entend  par  là  que  celte  équation  sera  satisfaite  en  remplaçant  x  par  —  3  et  en  obser- 
vant les  règles  ^es  sifjties. 
En  eiïet  x^—3  donne  x'=  —  -27,  —  C^^^  —  54 ,   —  13j;=  +  39 ,  et  l'on  a 

_  27  —  54  4-  39  4-  42=  —  81  -f  81  =o. 

Le  présent  ouvrage  offrira  d'un  bout  à  l'autre  la  confirmation  de  ces  règles  en  ce  qui 
concerne  la  géométrie.  On  remarquera  en  particulier  comment  une  somme  algébrique  est 
représentée  par  la  résultante  d'un  tracé  continu  et  comment  cette  manière  d'ajouter  et 
soustraire  les  lignes  sert  de  base  à  la  démonstration  de  plusieurs  théorèmes  généraux. 

On  verra  combien  il  est  important  d'avoir  égard  au  sens  selon  lequel  une  ligne  est  dé- 
crite ou  supposée  décrite.  Dans  la  géométrie  élémentaire ,  il  est  vrai ,  ce  fait  n'a  presque 
aucune  importance  ;  mais  il  en  est  tout  autrement  dans  la  trigonométrie  et  dans  la  géomé- 
trie analytique.  On  peut  regretter  de  n'avoir  pas  de  termes  techniques  qui  fassent  connaître 
si  une  ligne  est  considérée  seulement  par  rapport  à  sa  position ,  abstraction  faite  de  sa  di- 
rection, ou,  au  contraire,  si  l'on  doit  avoir  égard  à  sa  direction.  Dans  ce  dernier  cas  j'in- 
dique ordinairement  la  ligne,  en  écrivant,  selon  l'ordre  voulu,  les  lettres  qui  indiquent 
ses  points  et  en  plaçant,  au-dessous,  une  ligne  ponctuée.  Ainsi  AB  étant  une  ligne,  droite 
ou  courbe,  je  désigne  cette  ligne  par  AB  ou  par  BA  selon  que  je  la  considère  comme  di- 
rigée de  A  vers  B  ou  de  B  vers  A. 

Il  est  des  lignes  indéfinies  qui  n'ont  pas,  à  proprement  parler,  de  sens  par  elles-mêmes; 
mais  sur  lesquelles  ou  trace  des  lignes  positives  ou  négatives.  Tel  est,  par  exemple,  l'axe 
des  X  qui  est  comme  une  voie  (via)  sur  laquelle  on  exécute  des  tracés  (itinera)  positifs 
ou  négatifs. 

Lorsque  les  départs  ont  lieu  de  l'origine  des  coordonnées,  on  a  les  abscisses  positives  ou 
négatives.  Dans  ce  cas  particulier  les  distances  négatives  sont  directement  opposées  aux 
distances  positives;  mais  en  général  ce  n'est  point  celte  opposition  qui  caractérise  le  sens 
positif  ou  négatif.  Toute  distance  AB ,  tracée  sur  l'axe  des  x ,  sera  positive  si  le  sens  de  A 
en  B  est  celui  qu'on  a  choisi  pour  le  sens  positif.  Au  contraire  BA  serait,  dans  ce  cas, 
une  distance  négative. 

Cette  notion  des  lignes  positives  ou  négatives ,  selon  qu'elles  sont  tracées  dans  un  sens 
ou  dans  un  autre,  s'applique  aussi  aux  aires  des  secteurs ,  engendrées  autour  d'un  point 
pai'  un  rayon  vecteur,  comme  on  le  verra  à  la  fin  du  chapitre  IX ,  page  77. 

Dans  les  deux  derniers  chapitres  je  m'occupe  de  quelques  formules  de  la  mécanique , 
importantes  sous  le  point  de  vue  des  quantités  positives  et  négatives.  De  cette  manière  le 
lecteur  pourra  parcourir  en  peu  de  te:ns  un  champ  assez  étendu  et  voir  la  théorie  de  ces 
quantités  dans  ses  principales  applications  à  la  géométrie  prise  dans  un  sens  tout-à-fait 
général. 
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DES  QUA]\TITES 

POSITIVES    ET    NÉGATIVES 

EN  GÉOMÉTRIE. 


CHAPITRE    I". 

DE  L  ADDITION  ET  DE  LA  SOUSTRACTUtN  DES  LIGNES. 


i .  Ces  opérations  ne  peuvent  s  appliquer  (]u'à  des  distances  comptées  sur  une  même 
droite,  on  sur  une  même  courbe.  Elles  ne  sont,  à  proprement  parler,  qu'une  seule  et 
même  opération  qui  est  l'addition  algébrique,  et  se  fondent  sur  ce  principe,  c'est  que  si 
l'on  convient  de  prendre  comme  positives  les  distances  comptées  dans  un  sens,  il  faut 
prendre  comme  négatives  celles  qui  sont  comptées  dans  le  sens  contraire. 

Pour  indiquer  qu'une  distance  AS  (fig.  1)  est  égale  à  la  somme  algébrique  des  dislances 

AB,  BC,  CD,  DS,  j'écrirai 

AS=ABCDS 

On  peut  se  représenter  un  point  mobile  qui  se  transporte  de  A  en  B .  puis  de  li  eu  C ,  de 
C  en  D  et  enfin  de  D  en  S. 
En  supposant  que  le  sens  positif  est  de  gauche  à  droite  on  a  fig.  1 . 

AB=3.  BC=  — 4,  CD=8,  DS  =  — 2 
tlonc 

AS  =  ABCDS==3  — 4  +  8— 2=6. 

I 


2  DE  l'addition 

Dans  la  fig.  2  on  a 

AB=  — 5,  BC=7,  CD  =  3,  DS=— !) 

ASi=  ÂBCDS=— 0+74-3  — 9=  — 4 
Appliquons  celte  manière  de  compter  les  distances  à  quelques  exemples  familiers. 

2.  Soit  0  l'origine  des  abscisses  (fig.  3)  et  OP'=:r',  OP  "=1:".  Pour  exprimer  la 
distance  de  P"  à  P',  au  moyen  des  abscisses  a;'  et  2:",  on  a  la  formule 

p"P'  =  P"OP' 

et  l'on  peut  se  représenter  un  point  mobile  qui  se  transporte  de  P"  en  0  ,  et  ensuite  de 
0  en  P'. 

Or  on  a  toujours  P"0  =  — ^";  car  OP"  étant  l'abscisse  que  nous  avons  désignée  pai' 
.r",  P"0  est  cette  abscisse  comptée  en  sens  contraire. 

On  a  d'ailleurs  OP'=xi,  ainsi 

P"P'=P"OP'  =  — ^"4-.r'. 
exemple  :  (fig-  3). 

i»  ^'=8.       j-"=5,        P"OP'  =  —  ^"+^'=  — ,-14-8=3 

•2»   x'=5,         w"=S,,  P"OP'=  — :r''.f.î'  =  — 8-f5=z=_3 

3"  ^'=.5,       ^"==—8,     P"OP/=— :r"-f;2;'=8-f  5=13 

4»  x'  =  —  S,  :r"=5,  p"OP'  =  — a:"4-:r'  =  — 5— 8  =  -]3 

o°.7;'=— 8,   .r"=  — 0.     P"OP'  =  — ^"4-j:'=5— 8  =  -3 

6»  t'=—S,  s"=-H,     P"0P'=— a^"-+-:r'=8— 5=3 

On  remarquera  que  la  formule  P"P'=P"OP'  donne  non  seulement  la  valeur  numérique 

de  P"P',  mais  aussi  son  signe,  c'est-à-dire  que  la  distance  P''P'  est  positive  lorsque  pour 
aller  de  P"  en  P'  on  marche  dans  le  sens  positif,  ce  qui  a  lieu  lorsque  P'  '  est  à  gauche 
de  P'.  Dans  le  cas  contraire,  P"P'  est  négative. 

C'est  par  une  formule  semblable  que  l'on  change  l'origine  des  coordonnées.  Soit  0  l'o- 
rigine des  abscisses  désignées  par  x  et  0'  l'origine  des  abscisses  désignées  par  x'  (fig.  4). 
On  anra  pour  un  point  P , 

j;=OPeta:'=0'P 

op=oo'p 


ET    DE    LA    SOUSTRACTION    DES    LIGNES.  O 

Si  l'on  désigne  par  a  l'abcisse  du  point  0'  comptée  de  l'origine  0.  on  auia 
00  '  =  rt  ,  et  par  conséquent  0  '  0  =  —  a 

donc 

j  =  OP  =  0OP=      a-\-j:' 

On  voit  par  ce  i]ui  précède  qne  cette  formule  se  prête  à  toutes  les  comiiinaisons  pos- 
sibles quant  à  la  situation  relative  des  points  0',  0  et  P.  -     ' 
Cherchons  à  exprimer  l'abscisse  du  point  M .  milieu  de  la  ligne  P"P'  (fig.  3) 

on  aura 

P' P'              ,    P' OP 
O.M  =  OP'  M  =  0P"+-5— =  0P"^ ^— 

Si  l'on  fait  OP'=:r',  0P''=^",  d'où  ?'0  =  —  x",  il  vient 

Cette  formule  est  tout-a-fait  générale  en  ayant  égard  aux  signes  de  x'  et  île  .r '' 
Par  exemple ,  fig.  3  , 


3» 

0M= 

6  — S 
2 

3 

0 
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5" 

0M=: 

—  S  — 5 
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~- 

13 
~  2" 

:  — 

6,5. 

3.  Une  somme  de  nombres,  positifs  ou  négatifs,  étant  indépendante  de  l'ordre  dans 
lequel  ils  sont  rangés ,  il  est  également  évident  qu'une  somme  de  distances  positives  ou 
négatives,  telle  que  nous  les  considérons,  restera  la  même  quel  que  soit  l'ordre  selon 
lequel  on  prendra  ces  distances,  chacune  dans  le  sens  qui  lui  convient. 

Supposons,  par  exemple,  qu'un  point  moliile  partant  de  S.  parcourt  sur  une  droite  AO 
(fig.  1)  les  distances — 0+7+3  —  9,  et  qu'un  second  point,  partant  aussi  de  A,  parcourt 
de  distances  égales  et  de  même  sens ,  mais  dans  cet  ordre  :  +7  —  9  —  o  +  3  :  il  est  évi- 
dent qne  les  deux  points  mobiles  arriveront  en  définitive  au  même  point  d'arrêt. 

Cette  proposition  si  simple  servira  à  démontrer  d'une  manière  générale  plusieurs  théo- 
rèmes importans. 

4.  Soit  ABCDE  un  polygone,  plan  ou  gauche  'fig.  5).  Projetons  ses  côtés  sur  une  dioite 
TAU  et  soient  i ,  c ,  i ,  c  les  projections  des  points  B ,  C ,  D ,  E.  On  aura 

ke^Xhcde. 
Ainsi  la  projection  Ae  de  la  droite  AE  qui  ferme  le  polygone  est  égale  à  la  somm*  algé- 
brique des  projections  des  côtés  du  polygone.  Nous  ferons  fréquemment  usage  de  cette 
importante  proposition. 


'4  DE  l'addition  et  de  la  sodstuaction  des  lignes. 

On  peut ,  si  l'on  veut,  se  représenter  un  point  mobile  qui  parcourt  le  polygone  clans  le 
sens  ABCDE  et  dont  la  projection  sur  TU  parcourt,  en  même  temps,  les  distances  khcde. 

I„'i  droite  AE  qui  ferme  le  polygone  ABCDE  peut  s'appeler  la  résultante  du  contour 
ABCDE.  Nous  adopterons  cette  dénomination  proposée  par  M.  Lefébure  de  Fourcy. 

fi.  Soit  un  second  polygone  AMNPQ  (fig.  5)  composé  de  côtés  égaux ,  parallèles  et  de 
même  sens  (|ue  ceux  du  polygone  ABCDE  qui  portent  les  mêmes  numéros ,  mais  disposés 
dans  un  ordre  dllférent.  Soient  de  plus  m ,  n,  p ,  q  les  projections  sur  TAU  ,  des  points 
M  ,   N  ,  P,  O 

Comme  les  projections  de  deux  côtés  égaux  ,  parallèles  et  de  même  sens  ,  sont  (évidem- 
ment égales  et  de  même  sens ,  on  aura ,  en  vertu  du  théorème  du  N"  3. 

Khcde  ;=  Xmnpq 

d'où  Ae  =  Aç 

Ainsi  les  projections  des  résultantes  des  deux  contours  sont  égales  et  de  même  sens.  Si 
les  polygones  partent ,  comme  ici ,  d'une  origine  commune  A ,  les  projections  Ae  et  Kq 
coïncideront. 

Si  l'on  mène  trois  axes ,  rectangulaires  ou  obliques ,  par  le  point  A ,  origine  commime 
des  périmètres  ABCDE  et  AMNPQ  composés  de  côtés  égaux  parallèles  et  de  même  sens,  les 
projections  des  résultantes  AE  et  AQ  sur  ciiacun  de  ces  axes  coïncideront  respectivement. 
Donc  ces  résultantes  coïncident  l'une  et  l'autre  avec  la  diagonale  du  parallélipipède  cons- 
truit sur  ces  projections,  donc  elles  coïncident  entre  elles. 

Ainsi  lorsqu'on  a  deux  polygones  qui  partent  de  la  même  origine  et  dont  les  côtés  sont 
égaux,  parallèles  et  de  même  sens,  mais  disposés  dans  un  ordre  différent,  les  résultantes 
de  ces  polygones  se  confondent  en  une  seule  et  même  droite. 

Cette  dernière  pro[)Osition  a  son  application  dans  la  statique.  Supposons  en  elTct  (jue  M 
soit  un  point  matériel  sollicité  par  des  ftirces  représentées  en  grandeur  et  en  direction  par 
les  droites  MA,  MB,  MC,  MD  et  ME  (fig.  6);  on  sait  que  si  l'on  construit  le  polygone 
îilXhcde  composé  de  côtés  égaux ,  parallèles  et  de  même  sens  que  ces  droites  ,  la  droite 
Me  qui  ferme  ce  polygone  représente  en  grandeur  et  en  direction  la  résultante  des  forces. 
Nous  venons  de  voir  que  cette  droite  ne  change  pas  lorsqu'on  change  l'ordre  des  côtés , 
comme,  par  exemple,  UCnpqe;  donc  la  résultante  des  forces  est  la  même  dans  quelque 
ordre  que  l'on  opère  leur  composition. 

Nous  reprendrons  au  chapitre  3°"  la  théorie  de  la  projection  des  lignes ,  lorsque  nous 
aurons  parlé  des  lignes  Irigonométriques.  Nous  aurions  pu  renvoyer  à  ce  chapitre  les 
quatre  n"'  qui  précèdent;  mais  nous  avons  voulu  faire  entrevoir  tout  de  suite  le  parti  qu'on 
peut  tirer  de  l'addition  algébrique  des  lignes. 


DE    LA    Ml  LTIPLICATIOX 


CHAPITRE   II 

DE  LA   MULTIPLICATION  ET  DE  LA  DIVISION  DES  LIGNES  DROITES 
EXPRIMÉES  EN  NOMRRES. 


Remarque  sur  I  usage  des  signes   -\-  et   —   appliqués  aux  ligues. 

().  Los  signes  +  et  —  ne  peuvent  s';ipiilii|uer  qu'il  des  distances  com|itees  sur  une 
même  droite  ou  sur  des  droites  parallèles,  ou  sui'  une  luème  courbe  comme  la  circonfé- 
rence du  cercle.  Ces  signes  s'appliquent  donc 

1"  Aux  distances  comptées  parallèlement  aux  abscisses.  Telles  sont  les  abscisses  elles- 
mêmes,  les  cosiiuis  et  les  cotangentes.  Nous  supposerons  que  CA  fig.  7)  est  le  côté  positif 
de  l'axe  des  abscisses  désignées  par  j. 

2°  Aux  distances  comptées  parallèlement  aux  ordonnées,  savoir,  les  ordonnées  elles- 
mêmes,  les  sinus  et  les  tangentes.  Nous  prendrons  CD  pour  le  côté  positif  de  l.ixe  des 
ordonnées  designées  par  y. 

■i"  .Aux  arcs  comptés  sur  la  circonférence  dont  le  centie  est  à  l'origine  des  coordonnées. 
On  prendra  pour  origine  de  ces  arcs  le  point  A  où  la  circonférence  est  rencontrée  par  le 
côté  positif  de  l'axe  des  abscisses.  Le  sens  positif  de  ces  arcs  est  de  A  vers  D.  en  allant  des 
X  positives  vers  les  y  positives.  C'est  ce  qui  sera  justilié  par  la  suite. 

Nous  appellerons  arcs  directeurs  les  arcs  dont  il  est  ici  question. 

4"  A  des  dislances  comptées  sur  un  axe  CR  mobile  autour  de  l'origine  C  et  que  nous 
nommerons  l'axe  tournant  des  r,  ou  simplement  l'axe  des  r. 

.A  chaque  position  de  cet  axe  telle  que  CR ,  correspond  un  arc  diiecteur  AR  qui  déter- 
mine cette  position.  Le  côté  positif  de  l'axe  des  ;•  est  celui  qui  passe  par  l'extrémité  de 
l'aie  directeur  correspondant. 

C'est  sur  l'axe  tournant  des  r  que  se  comptent  les  rayons  vecteurs .  les  sécantes  et  les 
cosécantes. 

•3"  Enfin  il  sera  quelquefois  utile  de  considérer  un  second  axe  touinant  CS  conslannneni 
perpendiculaire  à  l'axe  CR  et  que  nous  nommerons  l'axe  fies  s.  Si  l'on  prend  l'arc 
RE^ttO"  et  dans  le  sens  positif.  CE  sera  le  côté  positif  de  l'axe  des  s  .  conjugué  de  CR. 

Lorsque  l'arc  directeur  AB  est  nul,  l'axe  CR  co'incide  avec  les  j  positives  et  l'axe  CS 
avec  les  y  positives. 

La  fig.  8  suppose  que  l'arc  directeur  de  l'axe  CR  esi  l'aie  positif  ADMl!  ou  si  l'on  veni 
l'arc  négatif  A B. 

En  prenant  BE;=90°  dans  le  sens  posilil    on  aura  toujouis  CE  poui'  le  cole  positit  des  s. 


ET    DE    I.A    niMSION    DES    LIGNES    DROITES. 


De  la  proporlion  gèomètri'jue. 

7.  La  proportion  géométrique  ou  par  quotieut  s'applique  tout  naturellement  aux  côtés 
fie  deux  triangles  lorsque  ces  côtés  sont  parallèles.  Ces  triangles  sont  ordinairement  cons- 
truits sur  deux  droites  qui  se  coupent,  et  ont  pour  sommet  commun  le  point  d'intersection 
de  ces  droites. 

Ces  côtés  sont  alors  susceptibles  des  signes  -\-  et  —  et  la  proporlion  a  lieu  même  en 
ayant  égard  à  ces  signes. 

La  proportion  n  :  6  ::  c  :  rf  donnant  les  équations 

•  , a       c .  a b 

"    ~    '  '       T~T        c~d 

on  reconnaîtra  qu'une  projiorliun  est  vraie ,  quant  aux  signes,  à  l'un  de  ces  ti'ois  ca- 
ractères : 

1°  Les  extrêmes  et  les  moyens  doivent  être  à  la  fois  de  même  signe  ou  de  signe 
contraire.  ,,         .,,    ,    ,.  ..,  ,,,|..,  .  ,     ■ 

•2"  Il  en  est  de  même  des  deux  termes  de  chaque  rapport. 

.3"  Il  en  est  de  même  encore  des  antécédens  et  des  conséquens. 

Les  signes  des  quatre  termes  sont  susceptibles  des  huit  combinaisons  suivantes  : 

i  "  combinaison    -|-    -(--(-    4- 1 


2' 

»- 

,,    —    —    —    —  J 

^'-/ 

'»■ 

'  +    + ^ 

4e 

'» 

■ +    +J 

5» 

'    n 

+ h    -^, 

6" 

n 

.r: ^      _      +;     - 

7e 

» 

+      -      -      +) 
-      +      +      -    f 

8» 

II 

8.  Soient  Cj-,  Cy,  CR  (fig.  1»)  les  côtés  positifs  des  axes  des  x ,  des  y  et  des  r. 

Comparons  entre  eux  les  rayons  vecteurs,  les  abscisses  et  les  ordonnées  de  deux 
points  m  et  m'  situés  sur  l'axe  des  r. 

En  combinant  les  diverses  positions  de  l'axe  CR  et  les  points  m  et  m'  on  aura  les 
seize  figures  désignées  par  fig.  9.  1°  fig.  9.  "2° fig.  9.  16" 

Les  triangles  Cptn  et  Cp'm'  dont  les  côtés  sont  parallèles  et  qui  sont  consti'uils  sur  les 
droites  Cx  et  CR  (jui  se  coupent  en  C,  sont  dans  le  cas  des  triangles  mentionnés  au 
11"  précédent. 


PE    LA    MCLTlPLICVAtON 

Lit  |)roi>(irlion  C.p  :  pm  :   ('.j>'  :  p'm 
on  .r  :  y  ::  a'  :  y' 

otVic  la  l"  combinaison  en  tîg.  ]"  et  12° 

la  2'  "  "  li{;.  4°  et  9° 

la  :V  ..  "  fig.  2°  et  11° 

la  fi'  »  "  lig.  3°  et  10°', 

la  5'  ..  "  fig.  8°  et  13° 

la  (■)■  •>  •'  fig.  5°  et  16° 

la  7'  ..  "  fig.  7"  el  14° 

la  S'  "  ..  fig.  6°  et  15" 

La  iMopurlion  C.j)  :   Cm  '.'.i-p'  '■  Cm 

on   X  :  r  ;:  a-'  :  r' 

ollre  la  1"^  combinaison  en  fig.  1"  et  13" 

la  2'  .>  ■>  fig.  4"  et  16" 

la  3''  ■•  "  fig.  2°  el  14" 

la  4-  ..  •■  fig.  3°  et  15" 

la  5-  "  ..  fig.  8"  et  12° 

la  6'  "  "  fig.  5°  et  9° 

la  7'  »  .■  fig.  7"  et  11" 

la  S'  "  "  fig.  6°  et  l(t° 


l,a  |)roj)oilion  pm  ;   Cm  '.;  p'm'  :  C. 


m 


r 


ou  y  :  r  •; 

lionne  la  1"  combinaison  en  fig.  1°  et  t° 

la  2"  "  "  fig.  4°  et  S° 

la   3<'  "  "  Rg.  2°  et  6° 

la  4'  ..  ..  fig.  3"  el  T 

la  5'  ..  "  fig.  12"  et  16" 

la  «'■  "  ..  fig.  y"  et  Î3° 

la  7'-  ..  ..  fig.  11°  et  15" 

la  S'  "  ..  fig.  10"  et  14" 

On  (onclut  lie  ce  qni  précède  ([ne  les  proportions 

X  :  y::  .r';   y' 
I  r  :   r  ;'  x'  :   r' 

y  :   r  y.  y'  :   r' 
sont  tout-à-fail  générales  en  ayant  égard  aux  signes. 
On  peut  rendre  raison  tle  ce  fait  de  la  manière  suivante. 

Lorsque  deux  points  situés  sur  le  rayon  vecteur  sont  du  même  côté  |)ar  rapport  à  l'oi'i- 
gine,  leurs  abscisses  x  et  x'  sont  de  même  signe,  ainsi  que  leurs  ordonni'es  y  cl  y'  et 


8  ET    DE    LA    DIVISION    DES    LIGNES    DIRECTES. 

leurs  layons  vecteurs  /■  et  r  ',  ensorte  que  dans  ces  proportions  les  antécédens  sont  de  même 
signe  et  les  conséquens  aussi  de  même  signe. 

Lorsque  les  deux  points  sont  situés  l'un  sur  le  côté  positif  et  l'autre  sur  le  côté  negatit 
du  rayon  vecteur,  leurs  abscisses  x  et  x'  sont  de  signe  contraire,  ainsi  que  leurs  ordonnées 
y  et  y'  et  leurs  rayons  vecteurs  r  et  »'.  Dans  ce  cas,  les  antécédens  sont  de  signe  contraire 
et  les  conséquens  aussi  de  signe  contraire. 

La  règle  des  signes  est  donc  applicable  aux  proportions  ci-dessus,  et  ce  fait  est  de  la 
plus  grande  importance  dans  la  trigonométrie  recliligne  et  dans  l'application  de  l'algèbre 
a  la  géométrie. 

Equation  de  In  liync  droite. 

9  En  désignant  par  x  et  y  l'abscisse  et  l'ordonnée  d'un  point  quelconque  d'une  droite 
passant  par  l'origine,  et  par  a  l'ordonnée  qui  correspond  à  l'abscisse  .r  =  -j-l  ;  on  voit 
par  ce  (|ui  précède  qu'on  aura  toujonrs  la  proportion 

y  :  X  ;;  a  :  ] 

en  ayant  égard  aux  signes  de  a,  x  ei  y  .    . 

Cette  pro|)ortion  donne 

y  =  ax 

<jui  est  donc  l'équation  d'une  droite  passant  par  l'origine  (°). 

Cherchons  maintenant  l'équation  d'une  droite  CD  (]ui  ne  passe  pas  par  l'origine  (tig.  10, 
11,  12.  13.) 

Menons  par  l'origine  une  droite  AB  parallèle  à  CD  et  dont  l'équation  seia  y^ax.  Dési- 
gnons par  b  la  valeur  de  l'ordonnée  AC  qui  correspond  à  l'abscisse  zéro  et  que  l'on  nomme 
l'ordonnée  à  l'origine 

Soit  PM  l'ordonnée  d'un  point  quelconque  M  dont  l'abscisse  est  AP ,  et  soit  0  le  point 

oii  cette  ordonnée  rencontre  la  parallèle  AB. 

On  aura  toujours  VO=ax    .     .     .     .  (  1  ) 

de  plus  OM  =  AC  :=  i   .     .     .  (2) 

donc  PM  =  POM  —  ax  -\-h  .  (3) 

mais  PM  =  y (4) 

donc  enfin    y  :^=ax-\-b   ...     (5;  ,,j     -,  , 

est  l'équation  générale  d'une  droite.         :      •  ■  c 

Les  éciuations  (1  )  (2)  (3)  (4)  supposent  qu'on  a  égard  aux  signes  de  toutes  les  ([iiantités 
qui  y  entrent.  Il  suit  de  là  que  dans  l'équation  (5)  il  faut  avoir  égard  aux  signes  de  a. 
h  ,  X  ei  y. 

(')  Lorsque  les  axes  sont  rectangulaires  a  est,  comme  on  sait,  la  tangente  trigonoinélri(iue  de 
l'angle  que  fait,  avec  le  coté  positif  des  x,  la  partie  de  cette  droite  située  du  coté  des  y  positives. 


Dl     DOl'BLE    SIGNE 


CHAPITRE   III. 

[>i:  DOUBLE  SIGNE  DES  RADICAUX  DU  SECOND  DEGRÉ 


10.  Soient  2  — OG .  ^^GC  l'abscisse  et  l'ordonnée  du  centre  d'un  cercle  (fig.  14)  et 
x=^0?.  y^PM  l'abscisse  et  l'ordonnée  d'un  point  quelconque  de  la  circonférence.  Abais- 
sons es  perpendiculaire  sur  PM.  On  aura 

CM=CS'+SM 
mais  CS=GP  =  GOP  =  — :<-t-a- 

SM  =  SPM=  — (i-l-y 
et  si  l'on  pose  rM=r.  on  aura 

r'-  =  (-:.Jr-^T-+{-p+yy  d'où 

{y  —  '^y-  =  r°-  —  (x  —  x)- 


y=:S±:  V  r^—ix-xY 


Le  radical  est  égal  à  VCM-  —  CS*  =  SM  abstraction  faite  du  signe.  Si  l'on  suppose 
S  M  positive  comme  dans  la  figure,  on  aura 

+  Vr-'—fT—y:)-  =  SM      et      —  Vr\T—-x]-=^Su. 

Les  deux  valeurs  de  y  données  par  la  formule  ci-dessus  sont  donc 

y=:PSM  =  PM 
y  =  ?Sj:=Pa. 

Lorsque  le  centre  est  sur  l'axe  des  abscisses  (fig.  15)  on  a  |î=  o  et 


y  —  ±  V r- —  {t — x)- . 
Enfin  si  le  centre  est  à  l'origine  ,onaa=o,   ^  =  oet 


y  =  :izVr'  —  x-.  (fig.  16). 

11.  Camot.  dans  sa  Géométrie  de  position  (Dissertation  préliminaire),  faisait  cette 
objection  :  Comme  Pu  =  —  PM  (fig.  16),  on  a  u.P4-PM  =  o  ou  uM  =  0 ,  résultat 
absurde.  (Je  remplace  les  lettres  employées  par  Carnot  par  celles  de  ma  figure;. 


JO  DES    RADICAUX    DU    SECOND    DEGRÉ. 

Mais  Carnot  dans  l'équation 

pose  fiP  au  lieu  de  Pu. ,  ce  qui  change  entièrement  la  «[uestion. 

Si  l'on  a  égard  au  sens  des  lignes,  on  aura  les  résultats  qui  suivent  et  qui  n'offrent  pins 
rien  d'absurde.  En  désignant  par  m  la  valeur  absolue  de  PM  ou  de  Pu ,  il  vient  en  effet  : 

U.PM  ^  M  -|-  )/  =  lu 

M  P;/  =  —  «  —  (f  =  —  "2  u 

PMP  =  H  — «=o 

Remplaçant  dans  cette  dernière  MP  par  Pu.  qui  est  égale  et  de  même  sens ,  on  aurait 

PMP=:0=PM-f-Pa 

Cette  dernière  addition  algébrique,  PM  +  Pf-,  ne  peut  pas,  comme  les  autres,  être 
représentée  par  un  tracé  continu  :  mais  le  résultat  n'eu  est  pas  moins  nul  :  car  la  somme 
de  deux  lignes  égales  et  de  signe  contraire  est  égale  à  zéro. 

Les  objections  du  genre  de  celle  que  nous  venons  de  citer  pouvaient  tirer  quelque  force 
de  la  notion  imparfoite  qu'on  se  faisait  des  lignes  négatives ,  que  l'on  considérait  comme 
des  lignes  dans  une  position  opposée  à  celle  des  lignes  positives,  telles  que  sont  les  abscisses 
négatives  l'elativement  aux  abscisses  positives.  Mais  dans  la  théorie  que  je  propose,  toute 
ligne ,  par  exemple,  tracée  sur  l'axe  des  abscisses  dans  le  sens  positif,  est  positive,  quelle 
que  soit  sa  position  absolue  sur  cet  axe. 

Ainsi  0  étant  l'origine,  et  le  sens  positif  étant  celui  (]ui  est  indiqué  par  la  flèche  (fig.  17). 
les  lignes  .\B,  .\'R',  A"B"  sont  positives,  Uindis  que  les  lignes  B.\,  BA',  B"A"  sont 
négatives. 

Selon  Carnot,  l'exemple  suivant  suffit  pour  renverser  louie  la  doctrine  i]u'il  attaiiue. 

D'un  point  K  pris  hors  d'un  cercle  donné  (fig.  JS),  soit  proposé  de  mener  une  droite 
Kmm',  telle  que  la  portion  tnm'  interceptée  dans  le  cercle  soit  égale  à  une  droite  donnée. 

Du  point  K  et  par  le  centre  du  cercle  menons  une  droite  KAB  qui  rencontre  la  circonfé- 
rence en  A  et  B.  Faisons  KA=a,  KB:=i,   »im'=c,  K«i=:r. 

Ou  ;iuia 

ab^x  (c-\-a;)  ou   ^--|-c^  —  ah^^o    d'oii 


Le  point  m  i-épond  au  signe  supérieur,  et  le  point  »»' au  signe  inférieur.  Donc,  dit 
l'auteur,  quoique  les  deux  racines  de  l'équation  soient  l'une  positive  et  l'autre  négative , 
elles  doivent  être  prises  toutes  les  deux  dans  le  même  sens  par  rapport  au  [)oint  fixe  K. 
Ainsi  la  règle  qui  veut  que  ces  racines  soient  prises  en  sens  opposé ,  porte  à  faux. 

Je  réponds  à  cette  objection ,  que  les  deux  racines  ne  doivent  pas  être  jjrises  dans  le 
même  sens.  En  effet ,  si  0  est  le  milieu  de  la  corde  mm',  on  a 
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K0=:  i  ic--\-ah,  et  en  appelant  x'  et  x"  les  deux  racines ,  il  vient 

x'  =  V  ic--4-iih  —  ^t  =  KOm^=Km 

•   4        '  I  .... 


Km  étant  le  sens  positif,  la  seconde  racine  /«'K  est  comptée  de  m'  en  K  dans  ie  sins 
négatif.  De  cette  manière  la  somme  des  racines,  —  c,  s'exprime  ainsi  : 

^''_|_i/=r= /n.'K/*i=w'»i== —  e 
Supposons  maintenant  que  le  point  K  se  transporte  entre  A  et  B  (fig.  Il»)  ,  on  aura 

ah  =  x(c  —  x)     ou     s'-  —  cx-{-ahz=:o 

Cette  équation  se  déduit  de  celle  relative  au  cas  précédent  en  changeant  les  sijjues  <lc 
a  et  de  c.  En  eflet,  le  sens  positif  sur  les  deux  lignes  étant  km  et  KB  (fig.  18;,  on  voit 

i|u';i  mesure  que  le  point  K  entre  dans  le  cercle,  les  droites  KA  et  /»»«' changent  de  signe. 
I/équation  x- — cx-\-ah:=o  donne 


.r=itztl   ic-  —  ah. 

Z  4 


Si  Ton  désigne  toujours  par  0  le  milieu  de  la  corde  mm'  (fig.  19j.  on  a 


KO=V-c-  —  ah, 
4 


4  '  ; 

'=ic —  V^  jC  -  —  ah^tn' 

Ici  les  deux  racines  sont  positives.  Leur  somme  est 

L'auteur  objecte  que  lorsque  le  point  K  est,  comme  ici,  sur  le  diamètre  AB  dans  l'inlé- 
rienr  du  cercle,  on  trouve  pour  x  deux  valeurs  positives  ,  et  que  cependant  elles  doivent 
èti'e  prises  en  sens  contraire  l'une  de  l'autre;  (|ue,  par  conséquent,  la  règle  est  encore 
fausse  pour  ce  cas. 

Mais  nous  venons  de  voir  (jue  les  lignes  kin  et  mik  qui  représentent  ces  racines ,  sont 

toutes  deux  décrites  dans  le  sens  positif.  Ainsi  l'oijjection  tombe  encore 

Voici  une  autie  difficulté  (jii'elevait  Carnot.  •■  Si  deux  quantités,  disail-il,  l'une  positive, 
lauiic  négative,  étaient  aussi  réelles  l'une  que  l'autre  et  ne  diilV'raient  (]ne  par  leur  posi- 
tion, [lourquoi  la  racine  de  l'ime  serait-elle  une  quantité  imaginaire,  tandis  <]ue  l'autre 
serait  effective  ^  ■■ 
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A  cela  on  peut  répondre  (|ue  si  un  radical  du  second  degré  représente  une  ligne,  laquelle 
peut  être  prise  dans  un  sens  ou  dans  le  sens  contraire ,  il  n'en  est  pas  de  même  de  la 
quantité  sous  le  radical  qui  est  un  nombre  abstrait. 

Par  exemple ,  l'équation  de  Ihyperbole 

a^  y-  —  ft-j--:=  —  a- h-  donne 

y  =  ±LV  x-—a- 
a 

Le  radical  représente  une  ligne,  savoir  l'un  des  côtés  d'un  triangle  rectangle  dont  l'hy- 
polhémise  est  x  et  le  troisième  côté  o.  Mais  la  quantité  x^~a-  ne  représente  point  elle- 
même  une  ligne  :  c'est  un  nombre  abstrait  égal  à  la  différence  de  deux  nombres  abstraits 

:r-  et   a-. 

Lorsque  x  est  moindre  que  a ,  le  triangle  est  impossible  et  l'algèbre  donne  pour  le  côté 
cherché  «ne  valeur  imaginaire. 

Carnot  objectait  encore  à  la  théorie  ordinaire  les  signes  dont  on  atlecte  les  sécantes 
(Géom.  de  pos.  N"  112),  et  le  signe  du  rayon  (]ui  est  toujours  positif,  tandis  que,  d'après 
Carnot ,  il  devrait ,  selon  la  théorie  ordinaire ,  être  tantôt  positif  et  tantôt  négatif.  .le  ren- 
voie à  cet  égard  au  n°  12  du  présent  ouvrage. 

Cet  auteur  remplace  la  théorie  ordinaire  des  quantités  positives  et  négatives  par  celle 
des  quantités  directes  et  inverses.  Mais  les  valeurs  de  corrélatio?! ,  lorsqu'elles  sont  affec- 
tées du  signe  moins,  ne  sont  autre  chose  que  des  quantités  négatives ,  et  sont  employées 
comme  telles  quand  on  les  introduit  avec  ce  signe  dans  les  formules  établies  sur  le  système 
primitif.  La  théorie  qu'il  substitue  à  la  théorie  ordinaire  en  diffère  donc  plutôt  par  les 
expressions  que  par  le  fond  des  choses. 

Carnot,  dans  l'ouvrage  cité,  ne  cherche  point  à  rendre  sensible  le  mécanisme  de  la 
règle  des  signes  appliquée  à  la  géométrie.  Il  suppose  tacitement  que  cette  règle  est  tou- 
jours vérifiée.  Dans  le  présent  ouvrage,  au  contraire,  cette  vérification  est  l'objet  que  j'ai 
eu  principalement  en  vue. 

Revenons  à  la  double  valeur  des  radicaux  du  second  degré. 

Cette  double  valeur  se  représente  en  géométrie  de  deux  manières. 

1°  Par  deux  droites  partant  du  même  point ,  et  décrites  en  sens  opposé.  C'est  ce  que 
nous  avons  vu  à  l'égard  du  cercle  dans  la  formule 


y=p±i  V  r-  —  (x  —  xf 

OÙ  les  deux  valeurs  du  radical  sont  représentées  par  SM  et  Su.  (fig.  14). 

2°  Par  une  seule  droite  comptée  dans  deux  sens  différens.  C'est  le  cas  du  problème  pré- 
cédent ;  car  dans  la  formule 


x:=  —  lc±iVlc'-\-ah      (fig.  18.) 

le  radical  avec  le  signe  supérieur  signifie  KO ,  et  avec  le  signe  inférieur  il  signifie  OK. 
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Il  ariive  souvent  dans  ce  second  eus  que  Tune  des  deux  valeurs  est  superflue. 
Par  exemple,  rt''i]ualion  du  eerclc  doiU  le  centre  est  ;i  Torigine. 

x--Ut/'^r,  donnerait 


r  =  ±1  V  .'•  -  +  y  - .  (  (  ij; .  '1  (i  ) . 

SI  M  est  le  point  dont  les  coordonnées  sont  .;■  et  y ,  lune  des  deux  valeurs  sera  re- 
|)résent('e  par  OM ,  et  l'autre  par  MO. 

Soit  encore  D  la  distance  de  deux  points  m'  et  «t'    dont  les  coordoiuiees  reclan.jjii- 
laires  sont  (j',  y')  et  (x''.  y''),  on  aura,  comme  on  sait, 


l'une  des  deux  valeurs  étant  représentée  par  m'm",  1  autre  le  sera  fiar  m''in,  . 

Dans  ces  deux  exemples  l'une  des  deux  valeurs  est  superflue.  11  en  est  de  même  de 
lime  des  deux  valeurs  du  ravon  de  courlinre.  (Vove/  n"  'il). 
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CHAPITRE   IV. 


DES   LIGNES   TRIGONOMETRIOUES. 


!2.  Eo  4i/(MS  d'un  arc  est  la  perpendiculaire  abaissée  de  rexlrémité  de  l'arc  sur  le 
rayon  qui  passe  par  l'autre  extrémité,  ou  plus  exactement,  sur  le  rayon  (jui  passe  par 
l'orifïine  des  arcs.  Ainsi  le  sinus  de  l'arc  AB  est  Gll.  flig.  20). 

La  distance  CG  de  l'origine  au  pied  de  cette  pei'peudiculaire  est  le  cosinus  du  niènie  arc. 

Si  par  l'origine  A  des  arcs  ou  mène  la  tangente  AT  terminée  au  point  T  oii  elle  est 
rencontrée  par  le  rayon  CB  prolongé ,  la  ligne  AT  sera  la  tangente  trigonomêtrique  (U- 
de  l'arc  AB. 

CT  en  est  la  sécante. 

Si  l'on  prend  l'arc  AD  égal  à  90°,  c'est-à-dire  é{;al  à  un  (juadrans,  et  que  Ion  mène 
la  tangente  DU  à  l'extrémité  du  rayon  CD  ,  la  ligne;  DU  sera  la  cotangente  de  l'arc  AB 
et  eu  en  sera  la  cosécante. 

La  fig.  16  et  le  tableau  ci-après  font  voir  comnieni  l'on  compte  les  lignes  trigono- 
métriques  des  arcs  depuis  0°  à  360". 

^iniis.  cosinu'i.        langenli;.  sOcinte.        colangente.      cosocante. 


arc  AB 

GBB 

CG 

AT 

CT 

DU 

eu 

arc  AB" 

G"B" 

CG" 

AT" 

CT" 

DU" 

eu" 

arc  AB  " 

G"'B"' 

CG"' 

AT'" 

CT"' 

DU'" 

CU"' 

arc  AB* 

G'^B'^ 

CG" 

AT"' 

CT"' 

DU" 

CU"' 

CA  est  le  côté  positif  des  abscisses,  CD  le  côté  positif  des  ordonnées,  et  AB  le  côii' 
[lositif  des  arcs. 

Les  sinus  sont  positifs  lorsqu'ils  sont  dt'crils  de  G  eu  B  dans  le  sens  des  ordonnées  ]30si- 
tives,  comme  GB,  G"B",  ce  qui  a  lieu  pour  les  arcs  terminc's  dans  le  premier  et  le  second 
quadrans.  Ils  sont  négatifs  comme  G"'B"',  et  G"B"  lorsqu'ils  sont  décrits  de  G  en  B 
dans  le  sens  des  ordonnées  négatives,  ce  qui  a  lien  dans  le  o'  et  le  4"  quadrans. 

Les  cosinus  sont  positifs  lorsqu'ils  sont  déci'its  de  C  en  G  dans  le  sens  des  abscisses  posi- 
tifs ,  ce  qui  a  lieu  dans  le  1"  et  le  4=  quadrans.  comme  CG  et  CG".  Ils  sont  négatifs  dans 
le  2'  et  le  'i'  comme  CG''  et  CG"'. 
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Les  tangentes  sont  positives  lorsqu'elles  sont  décrites  de  A  en  T  dans  le  sens  des  ordon- 
nées positives,  comme  AT  et  AT'"  dans  le  J"  et  le  3'  (juadrans:  elles  sont  négatives  dans 
le  i'  et  le  4%  comme  AT"  et  AT'. 

Les  sécantes  sont  positives  lorsqu'elles  sont  comptées  de  C  en  T  sur  le  coté  positif  de 
Taxe  tournant  des  r,  déterminé  par  Taxe  correspondant  pris  pour  arc  directeur  :  c'est  ce 
qui  a  lieu  dans  le  1"  et  le  'i'  qnadrans.  comme  CT  et  CT'^. 

Elles  sont  négatives  dans  le  '2"  et  le  3'=  qnadrans.  comme  CT"  et  CT'',  iiarce  (pielies 
sont  comptées  sur  le  côté  négatif  de  l'axe  des  ; . 

Les  cotangentes  ([ui  sont  îles  droites  décrites  parallèlement  aux  abscisses  sont  positives 
pour  le  1"  et  le  ô'  ([uadrans.  comme  DU  et  DU  '.  parce  qu'elles  sont  décrites  de  D  en  V 
dans  le  sens  des  abscisses  positives. 

Elles  sont  négatives  pour  le  2°  et  le  4'  qnadrans,  comme  DU  '  et  DU'* . 

Les  cosécantes  sont  positives  dans  le  1"  et  le  2'  qnadrans,  comme  CU  et  CU",  parce 
qu'elles  sont  alors  compti-es  sui'  le  côté  positif  de  l'axe  tournant  des  ;■.  Elles  sont  négatives 
dans  le  3=  et  le  4'  qnadrans,  comme  CU'"et  CU",  |)arce  (|n'elles  sont  compiles  >mi'  le 
côte  négatif  de  cet  axe  tournant. 

Le  tableau  suivant  rappelle  irès-siiccinlement  ces  circonstances. 


simis  et 

cosinus,  et 

t.ingi'iiti'  cl 

L'Dsécaiilr. 

>*'fiink'. 

l'otangcnle. 

1'  t]uadrans 

+ 

+ 

+ 

2'    qiiadians 

+ 

— 

— 

'■>'  quadrans 

— 

— 

+ 

4'   quadrans 

— 

+ 

— 

Les  lignes  trigonométriques  des  arcs  0°.  90'.  180".  270"  et  3(50"  ont  des  valeurs  parti- 
culières qui  sont  rappelées  dans  le  tableau  qui  suit .  où  le  layon  est  désigné  par  R .  et 
l'infini  pai'  -r  . 

^icante. 
R 
-y: 

—  R 

—  x 
R 

Les  arcs  de  itO".  ISO",  270"  et  360"  sont  considérés  ici  comme  les  limites  sniii'rieures 
respectives  des  arcs  du  ]",  du  2^  du  3'  et  du  fi'  quadrans  ["). 

(')  On  peut  remarquer  que  si'-c.  ISO^i^CV  el  que  celte  sécante  est   négative  coninie  comptée  île  C 

en  A  <lans  le  !,ens  négatif  de  l"axe  des  r,  car  pour  180°  le  coté  positif  de  cet  axe  est  (.F.. 

D'un  autre  côté,  cos.  1S0"^=CF..  et  ce  cosinus  est  négatif  compté  de  C  en  E  dans  le  sens  négatif  des  .1. 

Dans  ce  cas  particulier  Taxe  des  r  est  placé  sur  l'ave  des  r:  niais  le  sens  positif  des  r  est  opposé 
an  sens  positif  des  x. 


~inus. 

tangente 

0° 

0 

0 

;)()" 

R 

ao 

ISO» 

0 

0 

270" 

—  K 

y; 

3()0" 

0 

0 

cosinus. 

eu 

tangente. 

cosecanle 

R 

se 

X 

II 

0 

R 

—  K 

A 

X 

il 

II 

—  R 

R 

X 

5C 
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Les  lignes  irigononiétriqiies  d'un  arc  négatif  sont  les  mêmes  que  celles  de  l'arc  positil 
terminé  au  même  point  de  la  circonférence.  Par  exemple  :  sin.  ( — «)=  sin.  (360" — z), 
et  ainsi  des  autres  lignes.  Il  suit  de  là  (|uc  les  lignes  Irigonométriques  indiquées  au  tableau 
de  la  page  M  ,  comme  appartenant  à  l'arc  positif  AB ,  fig.  21,  appartiennent  aussi  à  l'arc 
négatif  AIB;  celles  de  l'arc  positif  AB"  appartiennent  également  à  l'arc  négatif  AlB'^  et 
de  même  pour  les  arcs  ÂB'"  et  AIB'",  ÂB'^  et  AIB'^'  (fig.  22,  23,  24). 

AB  et  Ai  étant  deux  arcs  de  valeur  absolue  égale,  l'un  positif,  l'autre  négatif,  il  esi 
facile  de  voir  que  ces  arcs  auront  leurs  sinus ,  tangentes ,  cotangentes  et  cosécantes  égaux 
et  de  signe  contraire ,  tandis  que  leurs  cosinus  et  leurs  sécantes  sont  égaux  et  de  même 
signe. 

On  a  donc  en  désignant  par  c.  un  arc  positif. 

sin  ( — a)  =  —  sin  a 

COS    (— a)  =  COS  a 

tang  (— a)  =  — tanga 
cot  ( — a;= — COt  a 
sec  f  —  a)=sec  a 
cosec  (—  a)= — cosec  a 

Nous  verrons  bientôt  que  le  rayon  trigonomotrique ,  désigné  par  R  ou  par  1 ,  n'est 
jamais  employé  que  de  l'une  des  trois  manières  suivantes  : 

1°  Couché  comme  CA  (fig.  20)  sur  le  côté  positif  de  l'axe  des  abscisses.  C'est  ainsi  ([u'il 
se  présente  lorsqu'on  lui  compare  les  tangentes  et  les  sécantes. 

2"  Couché  comme  CD ,  sur  le  côté  positif  de  l'axe  des  ordonnées,  lorsqu'en  lui  compare 
les  cotangentes  et  les  cosécantes. 

3°  Couche  comme  CB,  CB",  CB'",  CB'v,  sur  le  côté  positif  de  l'axe  tournant  des  >-. 
lorsqu'on  lui  compare  les  sinus  et  les  cosinus. 

Le  rayon  est  donc  toujours  employé  dans  un  sens  positif. 

Nous  allons  faire  voir  que  les  valeurs  ([ue  nous  venons  d'attribuer  aux  lignes  irigono- 
métriques vérifient  la  règle  des  signes  appliquée  aux  proportions. 

15.  Et  d'abord  si  l'on  compare  entre  elles  les  lignes  trigonométriques  appartenant  à  ini 
même  arc ,  on  trouve  que  les  triangles  semblables  donnent  (fig.  20)  : 

signes  des  4  lermes. 
GB  :  CG  ::  AT  :  CA ,  sin  AB  :  cos  AB  ::  tang  AB  :  R  +  +  +  + 

G"B"  :  CG"::AT"  :  CA,  sin  AB"  :  cos  AB"::  tang  AB"  :  R  H h 

G'"B'":  CG"'::AT'''  :  CA,        sin  AB"'  :  cos  AB"'::  tang  .\B'"  :  R  h  + 

G'''B'^'  :  CG'*  ::  AT''  :  CA,  sin  AB'>  :  cos  AB'*  ::  tang  AB'*  :  R  1 h 
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-ignr>  des  'i  termes. 

CG  :  GB  ::  DU  :  CD ,                     cos  AB  :  sin  AB  ::  cot  AB  :  R                  4.  _f-     _(_  _(_ 

CG  ■  :  G''B''::DU'/:  CD,            cos  AB"  :  sin  AB"::  cot  AB  '  :  R          —  +     —  -*- 

CG"' :  G"B"  ::DL"' :  CD.       cos  AB  "  :  sin  AB"' ::  cot  .\B"'  :  R       —  —     _|_  4. 

CG'  :  G'B^  ::DL'*  :  CD.          cos  AB'''  :  siu  AB'' ::  cot  AB^  :  R          _|-  _.     _  -|- 

\1  :  CA  ::  CD  :  DU.                     tang  AB  :  R  ::  R  :  cot  AB                        _|-  _|-     -f-  -f 

AT"  :  CA::CD  :  DU'\                 tang  .\B/' :  R  ::  R  :  cot  .VB"                    —  +     +  — 

AT'"  :  CA  ::  CD  :  DU'".                tang  AB"^  :  R  ::  R  :  cot  AB'"                  4.  4.     -U  -(_ 

.\T"  :  CA  ::  CD  :  DU'\                tang  .\B"  ;  R  ::  R  :  cot  AB''                    —  +    +  — 

CG  ;  CB  ::  CA  :  CT.                      cos  AB  :  R  ::  R  :  sec  AB                          +  +     +  + 

CG  '  :  CB"::CA  :  CT",              cos  AB"  :  R  ::  R  :  sec  .\B"                      —  +    +  — 

CG"' :  CB"'::CA  :  CT'".          cos  AB'"  :  R  ::  R  :  sec  AB'"                   —  +     +  — 

CG'^  :  CB'^  ::  CA  :  CT'\              cos  AB  ''  :  R  ::  R  :  sec  AB"                      -(-  +     +  + 

GB  ;  CB  ::  CD  :  CU.                     sin  AB  :  R  ::  R  :  cosec  AB                        +  +     +  -f 

G"B"  :  CB"::CD  :  CU".           sin  AB"  :  R  ::  R  :  cosec  .^B"                   +  +     +  + 

G"'B'":  CB"'::CD  :  CU'".       sin  ÂB"' :  R  ::  R  :  cosec  AB'"                 —  +     +  — 

G"'B'^  :  CB'^  ::  CD  :  CU'v,          sin  AB"  :  R  ::  R  :  cosec  AB'^                    —  -f     +  - 

Ces  proportions  ont  également  lieu  pour  les  arcs  négatifs  AIB .  AlB  '.  AIR'".  AlB" .  il'a- 
pi'ès  la  remarque  du  n"  pi'écédent. 

Elles  vérifient  toutes  la  règle  des  signes  et  donnent  les  formules  suivantes  «lui  sont  donc 
tout-u-fait  générales. 

R  sin  a  .                                 R  cos  a ,                       .  R' 

tang  a  ^= cot  a  = : COt  a  ■■ 


cos  a  sin  a  lang  a 

sec  a  =- cosec  a  =  - 


cos  a  sm  a 

14.  Si  l'on  forme  des  proportions  numériquement  vraies  entre  Tabscisse,  l  ordonnée, 
le  rayon  vecteur  d'un  point,  et  les  lignes  trigonométriques  de  l'arc  directeur  corres- 
pondant a  l'axe  des  r  qui  passe  pai'  ce  point,  on  verra  que  ces  proportions  vérifient 
aussi  la  règle  des  signes. 

Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  les  rayons  vecteurs .  que  nous  désignerons  par  la 
lettre  0.  sont,  comme  les  sécantes  et  les  cosécantes,  positifs  ou  négatifs,  selon  qu  ils  sont 
comptés ,  sur  Taxe  tournant  des  r,  dans  le  sens  positif  ou  dans  le  sens  négatif.  Comme  ces 
distances  sont  comptées  à  partir  de  l'oiùgine .  elles  se  trouvent  positives  lorsqu  elles  sont 
siu-  le  coté  positif  de  1  axe  des  r,  et  négatives  lorsqu'elles  sont  sur  le  côté  négatif. 
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Oïl  suppose  dans  les  fig.  21  ,  "22 ,  23  et  24 ,  que  les  arcs  directeurs  sont  les  arcs  positifs 
AB,  AB",  AB'",  AB'v,  ou  les  arcs  négatifs  AlB,  AIB",  AlB'",  A1B'^  ensorle  que  les  rayons 
vecteurs  CM,  CM",  CM"',  CM'*  sont  positifs,  tandis  que  les  rayons  vecteurs  Cm,  Cm", 
Cm'",  Cw'v  sont  négatifs.  Il  ne  faut  pas  oublier  que  le  côté  positif  des  r  est  celui  ipii 
passe  par  l'extrémité  de  l'arc  directeur,  positif  ou  négatif. 

Les  triangles  semblables  donnent  les  proportions  suivantes  : 

PM  :  CM::GB  :  (,B 
pm.  .  Ç.m,  ;;  GB  ;  CB 
P"M''  :  CM"::G"B":  CB" 
pi'm"  :  Cw"::G"B":  CB" 
P"'M"':  CM"'::G"'B"':  CB'"  _ 
p"'m">  :  C;«"'::G"'B'":  CB'" 
P'^M''  :  CM"  ^G'^B'^  :  CB'' 
pi' m'  :  Cm/''  -.-.G'B'^   :  CB'' 

CP  :  CM::CG  :  CB 
Cp  :  C.my.CG  :  CB 
CP"  :  CM''::CG"  :  CB" 

Cp"  :  Cm"::CG"  :  CB" 
CP"'  :  CM'"::CG"'  :  CB'" 
Cp'"  :  Cot"'::CG"'  :  CB'"' 
CP"  :  CM"  ::CG"  :  CB" 
Cp"  :  Cm"  ::CG"  :  CB" 

PM  :  CP  ::at  :  CA 
pm  :  Cp  ;  ;  AT  :  CA 
P  "M"  :  CP"::.\T"  :  CA 
yj"Hi"  :  Cjo"::âT"  :  CA 
P"'M"':  CP'"::  AT"  :  CA 
"/m"'  :  Cja'"::  AT"'  :  CA 
CP'""::  AT"  :  CA 


pi  "m 

p/V|y,,v 


Cpi"  ::  AT"  :  CA 


CM:CP::CT;CA 
Cm  :  CpwCï  :  CA 
CM"  :  CP"::CT''  :  CA 
Cm":  Cj9"::CT"  :  CA 
CM'  "  :  CP"'::CT'"  :  CA 
Cm'"  :  Cj9/"::CT"/:  CA 
CM"  :  CP''  ::CT'''  :  CA 
Cm'"-  :  Cp'-  ::CT''   ;  CA 


siglK 

s  dt'> 

.'i  Ici-iiii.'^. 

y  :  'î::sin  AB  :  R 

+ 

+ 

+ 

4 

y  :  a::sin  AB  :  R 

— 

— 

+ 

4 

y"  :  S"  ::sin  AB"  :  R 

4- 

+ 

+ 

+ 

y"  :  'î'::sin  AB":  R 

— 

— 

+ 

+ 

y'"  :  '3"'::sin  AB"'  :R 

— 

+ 

— 

+ 

y'"  :  J"'::sin  AB'"  :  R 

+ 

— 

— 

4 

y"  :  rj"  ::sin  AB"  :  R 

— 

+ 

— 

4- 

y'"  :  ^^"  ::sin  AB'^  :  R 

+ 

— 

— 

4 

.r  :  'î  :  :  cos  AB  :  R 

+ 

+ 

+ 

4 

X  :  5  :  :  cos  AB  :  R 

— 

— 

4- 

+ 

:r"  :  o":\  cos  AB"  :  R 

— 

+ 

— 

+ 

x"  :  'î"::cos  AB"  :  R 

+ 

— 

— 

+ 

.T"':r;"'::cosAB'"  :  R 

— 

+ 

— 

+ 

s"-'  :  rj"'::cos  AB'''  :  R 

+ 

— 

— 

4 

x"  :  3"  ::cos  AB"  :  R 

+ 

+ 

+ 

+ 

.r"'  :  -3"  ::cos  AB''  ;  R 

— 

— 

+ 

+ 

y  :  x;:  lang  AB  :  B 

+ 

+ 

+ 

+ 

y  :  X  :;  tang  AB  :  R 

— 

— 

4- 

4 

y"  :  j^''::tang  AB"  :  B 

+ 

— 

— 

4- 

y":  ^•"::tang  AB":  R 

— 

+ 

— 

4 

y"'  :  x"'::tang  AB""  :  R 

— 

— 

+ 

+ 

y'"  :  :r"'::tang  AB"'  :  R 

+ 

+ 

+ 

+ 

yi"  :  x'"  ::tang  AB"'  :  R 

— 

+ 

— 

+ 

y'"  :  .r"'::tang  AB'^  :  R 

+ 

— 

— 

4 

0  :  X  :  :  sec  AB  :  R 

+ 

+ 

+ 

4 

0  :  X  :  :  sec  AB  :  R 

— 

— 

4- 

4 

'V  :  :r"::sec.\B"  :  R 

+ 

— 

- 

4 

S"  :  j'"::sec  AB"  :  R 

— 

+ 

— 

+ 

S'"  :  x"i  ::  sec  AB'"  :  R 

+ 

— 

— 

+ 

')'"  :  .î;'/'::sec  AB"'  :  R 

— 

+ 

— 

4 

cV  ::z;'^::sec  AB'"  :  R 

+ 

+ 

+ 

4- 

'V  :  :!-"::sec  AB"  :  R 

— 

— 

4 

4 
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lignes  des  4  termes. 
OM  :  CQ  ::  DL  ;  CD  j  :  y  ;:  cot  AB  :  R  4.     ^_     _|_     _|_ 

9TO  :  C?::DU  :  CD  j  :  y  ;;  cot  AB  :  R  _     _     _)_    4. 

Q"M"  :  CQ'::  DL>''  :  CD  ^"  ■  y  '  ::  cot  AB"  :  R  __(-_     + 

q"m"  :  cq"::b\:"  :  c.vi  s"  :  y" ::  COI  \\i"  :  n  -I-    —   —    4- 

0"'M'  '  :  CO'  '::  DU    '  :  CD  j;"'  :  y  '   :;  eût  AB'  '  :  R  _  _  _)_  -j- 

?"/w"'  :  Cq'"  ::  DU"^  :  CD  3-"'  :  y"'  ::  cot  AB"'  :  R  -|-  -|-  -)-  + 

Q"'M  ^  :  CO  '  ::  DU  ■'  :  CD  ^r'^  :  y'  ;:  cot  AB  "'  :  R  4.  _  _  _|_ 

9"  m»  :  Cq''  ::  DU''  :  CD  r"  :  y"  ::  cot  AB'^'  :  R  _  _i_  _  4. 

CM  :  CQ  ::  eu  :  CD  i  :  y  ::  cosec  AB  :  R  4.  _)_  -|-  4. 

Cm  :  Cq  ::  eu  :  CD  ^  ■  y  ::  cosec  AB  :  R  —  _  -|-  + 

CM"  :  CQ'::CU' :  CD  0'' :  y"  ::cosec  AB'    :R  _(-  4.  -f  -|- 

Cm":  C''g::CU  '  :  CD  o""  :  y  '  ::  cosec  AB'    :  R  —  —  +  + 

CM"' :  CO"'::CU"' :  CD  5'"  :  y"' ::  cosec  AB'     :  R  _)_  —  _  -|_ 

Cto'"  :  Cq'"::  Cl"'  :  CD  i'"  :  y"".:  cosec  AB'/'  :  R  _  -|_  _  + 

CM"  :  CQ'"'  ::  CU'''  :  CD  S'''  :  y"  ;;  cosec  AB'^'  :  R  4.  _  _  _|_ 

C»i'"  :  Cq''  \\Œ"  :  CD  0'"  :  y"  ::cosa'  AB'^  :  R  —  -|_  _  4. 

Toiites  ces  proportions  sont  vraies,  en  ayant  égard  aux  signes  île  leurs  ternies.  Cest 
ce  (]u"on  aurait  pu  prévoir  li'après  les  proportions 

T  :  y  ::x'  :  y' 
X  :  r  ::  x'  :  r' 
y  :  r::y'  :  ri 

que  nous  avons  leconnues  comme  vraies,  en  ayant  égard  aux  signes,  et  dans  lesquelles 
les  lettres  i.  y.  r:  x',  y' .  r'.  représentent  les  abscisses,  les  ordonnées  et  les  rayons 
vecteurs  de  deux  points  situés  sui'  une  même  droite  passant  par  l'origine. 
En  etfet  la  |)roportion 

PM  :  CM  ::  GB  :  CB     ou     y  :  i  ::  sin  AB  :  R 

par  exemple,  n'est  autre  chose  que  celle  qui  a  lieu  entre  les  ordonnées  et  les  rayons  vec- 
teurs des  points  M  et  B  situés  sur  la  droite  CBM  :  cai-  GB  et  CB  ou  sin  AB  et  R  sont  l'or- 
donnée et  le  rayon  vecteur  du  point  B ,  dont  CG  ou  cos  AB  est  l'abscisse. 

De  même  CA,  AT  et  CT  ou  R,  tang  AB ,  sec  AB  sont  l'abscisse,  l'ordonnée  et  le  rayon 
vecteur  du  point  T.  De  même  encore  DU .  CD,  CU  ou  cot  AB.  R  et  cosec  AB  sont  l'abscisse, 
l'oi'donnée  et  le  rayon  vecteur  du  point  U. 

Les  proportions  que  nous  venons  d'obtenir  sont  donc,  sous  une  autre  lorme.  celles  ipii 
ont  lien  entre  les  abscisses ,  les  ordonnées  et  les  rayons  vecteurs  des  points  M  et  B .  »i  et 
B,  M  et  T,  M  et  U,  M"  et  B",  M"  et  T",  etc. 
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IS.  On  ran{;e  encore  le  simis  verse  parmi  les  lignes  trigonométricjues.  Le  sinus  verse 
de  l'arc  AB  (fig.  20)  est  la  distance  GA  comptée  de  G  en  A  dans  le  sens  positif  des  abscisses. 

De  même  sin  verse  AB"^G''A,        sin  verse  AB'''=G'''A,        sin  verse  AB'^=G' A 

On  voit  que  les  sinus  verses  sont  toujours  positifs. 
On  a  GA=GCA,  G"A=G''CA,  G"'A=G"'CA,  G'\\=G"CA 

OrCG=cosAB,         €G"=cos  AB".         CG'"^cosAB",         CG-=cosAB'~ 

et  en  changeant,  dans  ces  dernières,  le  signe  des  deux  membres 
GC  =  -cosAB,         G"C.=— cos  AB",         G"'C=— cos  AB"',         G'*C=  — cos  AB'* 
donc        sin  verse  .^.B=GA  =:GCA=  —cos  AB+R 

sia  verse  AB":=G"A=G''CA=— cos  AB"+R 
sin  verse  AB"'=G"'A=G"'CA==-cos  AB"'+R 
sin  verse  .\B"'=G  "A:=G''CA=— cos  AB"  +R 
en  général  sin  verse  a  =  R — cos  a 

Il  n'y  a  guère  qu'une  seule  proportion  dans  laquelle  enti'e  le  sinus  verse:  c'est  la  sui- 
vante et  ses  analogues. 

GA  :  GB::GB  :  EG 

G  "A  :  G"B"::G"B"  :  EG" 

G"'A  :  G"'B'/'::G"'B'"  :  EG'" 
G"X  :  G'*^'^::G''B"  :  EG^' 

Toutes  ces  proportions  sont  viaies ,  en  ayant  égard  aux  signes.  En  effet ,  les  extrêmes 
sont  tous  deux  positifs  comme  des  lignes  décrites  dans  le  sens  positif  des  abscisses,  et 
les  moyens  sont  évidemment  de  même  signe. 

On  a     EC  =  ECG:=R-fcos.^B 

EG"=ECG"=R-f  cos  AB" 
EG"'=ECG'"^R+cos  AB"- 
EG'^  =  ECG"=R+cos  AB" 
le  rayon  EC  ou  R  est  ici  positif  comme  décrit  dans  le  sens  positif  des  abscisses. 
Les  proportions  ci-dessus  peuvent  s'écrire  ainsi  : 

sin  verse  AB  :  sin  AB  ;:  sin  AB  :  R+cos  AB 
sin  verse  AB'   :  sin  AB"  ::  sin  .\B"  :  R+cos  AB" 
sin  verse  AB"'  :  sin  AB"'::sin  AB'"  :  R+cos  AB'" 
sin  verse  AB'*  :  sin  AB  '"  ::sin  AB'*  :  R+cos  AB''' 

On  a  donc  en  général  sin  vei^se  a  :  sin  o  ::  sin  a  :  R  +  cos  o 

sin  *o 


d'où  sin  veise  «- 


R-f-cos  a 
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CHAPITRE  V. 

DES  PROJECTIONS  DES  LIGNES  DROITES. 


16.  Nous  allons  reprendre  la  théorie  des  projections  dont  nous  nous  sommes  déjà  oi  en- 
])és  aux  n°'  4  et  o,  et  nous  pourrons  maintenant  faire  usa.j}'e  des  lignes  ti'igonomelriques. 

Pour  projeter  une  droite  .\B  sur  une  autre  droite  TU  située  dans  le  même  plan ,  ou 
abaisse  sur  cette  dernière  les  perpendiculaires  Xa,  nh  et  la  droite  ah  est  la  projection 
de  .\B   fig.  2.^;. 

Lorsque  TL'  n'est  pas  dans  le  même  plan  que  AB  ,  on  fait  passer  par  les  points  .\  et  \> 
des  plans  iierpendiculaires  à  TU  et  qui  coupent  cette  droite  en  a  et  b.  La  droite  ah  est 
encore,  dans  ce  cas,  la  projection  de  AB  sur  TU. 

Supposons  que  le  sens  positif  des  distances  prises  sur  TU  soit  de  T  vers  U.  Menons  par 
le  point  A  (fig.  26)  la  droite  Am  parallèle  à  TU  et  dans  le  sens  positif,  on  auia 

AB  cos  V  AB    et  serablablement 


ah:^z. 


R 


,,       AB''cos«AB'.  ,,,,       AB'"cos  w  AB'",  ,„       AB'^-os  h  -\B" 

ah''=^ ab"   z= arr    ;= 

R  R  R 

Les  droites  AB,  AB",  .\B"',  AB"  sont  positives  comme  décrites  de  A  en  B,  B'',  B'", 
B''  dans  le  sens  positif  de  l'axe  tournant  des  r. 

Les  positions  de  cet  axe  tournant  sont  déterminées  respectivement  par  les  arcs  direc- 
teurs qui  mesurent  les  angles  !(AB,  ukW,  ;fAB"',  wAB'^,  dans  le  cercle  dont  le  centre  est 
en  A,  dont  le  irayon  est  R,  et  dont  le  plan,  mobile  autour  de  Xii .  prendrait  successive- 
ment les  positions  déterminées  par  Ku  et  AB,  ku  et  AB",  etc. 

Les  arcs  directeurs  se  comptent  de  0°  à  1 80" . 

On  voit  que  les  signes  de  nh ,  ah",  ah'"....  sont  respectivement  ceux  de  cos  (/AB. 
cos  «AB",  cos  mAB''' 

17.  Soit  ABCDEF  (fig.  27) ,  un  polygone  fermé  plan  ou  gauche.  Projetons  sur  le  côté 
AF,  prolongé  de  part  et  d'autre,  tous  les  autres  côtés  (jue  nous  su))poserons  décrits  dans 
le  sens  ABCDEF.  —  Nous  supposerons  aussi  que  TU  est  le  sens  positif  des  projections. 

On  aura 

KV=khcdeY. 
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D'ailleurs  en  prenant  le  rayon  pour  unité  on  a  A.?)  =  A.B  cos  U\B,  6c=BC  cos  mBC, 
cd  =  CD  cos  »CD ,    de  =  DE  cos  JtDE ,    eF=EF  cos  mEF. 

(On  suppose  B?<,  C«,  elc,  parallèle  à  TU  et  de  même  sens). 

Les  droites  AB,  BC,  CD,  DE,  EF,  sont  positives,  car  elles  peuvent  être  assimilées  à  des 
dislances  comptées  sur  le  côté  positif  d'un  axe  tournant  :  leurs  projections  ont  donc  les 
mêmes  signes  que  les  cosinus. 

Mettant  dans  la  formule  AF=:  KhcdeY,  pour  Ai,  hc ,  cd,  de,  ef .  leurs  valeurs,  il  vient 
AF=AB  cos  UAB,  4-BC  cos  i/BC+CD  cos  «CD  +  DE  cos  «DE+EF  cos  mEF. 

Cette  formule  rentre  dans  le  théorème  du  n"  4 ,  lorsqu'on  regarde  AF  comme  la  résul- 
tante du  périmètre  ABCDEF  et  qu'on  projette  le  périmètre  sur  la  résultante  elle-même. 
C'est  le  théorème  donné  par  Carnot  dans  sa  Géométrie  de  position  .  n'-'  2o4. 

l'our  le  cas  de  la  ligure  2S ,  on  a 

\hcdefX=o 

Car  puisque  la  projection  du  point  décrivant  part  du  point  A  pour  y  revenir  en  défi- 
nitive, il  est  évident  <|uc  la  somme  des  distances  parcoui'ues  dans  un  sens  est  égale  à 
celle  des  dislances  parcourues  dans  le  sens  contraire.  Ce  fait  si  simple  s'exprimera  par 
la  i'ormule 

AB  cos  UAB+BC  cos  «BC  +  CD  cos  !<CD-f  DE  cos  ^fDE+EF  cos  «EF-(-FA  cos  »FA 
(Carnot,  Ihid.  n"  26o). 

18.  Soient  or.,p,  7,  les  angles  AOj-,  AOy,  AO: .  que  la  droite  AO  forme  avec  le  côté 
positif  des  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  Os  (fig.  29),  et  «',  p',  7',  les  angles  for- 
més avec  les  mêmes  axes  par  la  droite  OB.  On  demande  d'exprimer  l'angle  AOB  ou  S 
de  ces  droites  en  fonction  des  angles  z,  (5,7,  7.1,  j5',  y'.  Tous  ces  angles  se  comptant 
positivement  de  0°  à  180". 

Prenons  sur  OA  une  partie  01  et  achevons  le  parallélipipède  rectangle  dont  0!  est  la 
diagonale  et  qui  s'appuie  sur  les  axes.  La  droite  CI  fermant  le  polygone  OCDI ,  nous 
savons  Cn"  4)  que  sa  projection  sur  OB  est  égale  à  la  somme  alg(''l)ri(]ue  des  projections 
de  OC .  CD  ,  et  Dl  sur  la  même  droite. 

La  projection  de  01  sur  OB  sera  exprimée  jiar  01  cos  0 .  et  elle  tombera  sur  OB  ou 
sur  son  pi'olongement  OB',  selon  que  S  sera  aigu  ou  obtus.  Cette  circonstance  sera  indi- 
quée par  le  signe  de  cos  S,  ensorte  que  la  projection  sera  positive  lors(]u'elle  tombera 
sur  OB,  et  négative  lorsqu'elle  tombera  sur  OB'. 

Si  l'on  mène  les  droites  Cb ,  Di',  parallèles  à  OB  et  de  même  sens  que  OB,  les  pro- 
jections de  OC,  CD.  Dl  sur  OB.  seront  exprimées  i)ai'  OC  cos  BOC  ou  OC  cos  a'. 
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CD  cos  6CD     ou     CD  cos  p' 
Dlcosfc'Dl    ou     DIcos-/'. 

On  a  (Jonc  pai'  le  ili(;orènie  du  n"  4 

01  cos  ô=OC  cos  a'+CD  cos  p'4-DI  cos  y' 

D'ailleurs  OC  =  OI  cos  ï  .  CD=OE=OI  cos  p  ,  DI=0F=01  cos  7 

donc 

01  cos  0  =  01  cos  X  et  cos  z'-f-OI  cos  (3  cos  ^■'+0'  cos  7  cos  y'. 

La  fig.  29  suppose  que  les  sept  angles  0,  x,  p,  y,  a',  (3',  7',  sont  aigus;  mais  je  \ais 
faire  voir  que  cette  formule  est  générale. 

Ouelle  que  soit  la  direction  de  01 ,  par  rappoi't  aux  axes ,  on  pourra  toujours  achever 
le  parallélipipède  dont  01  est  la  diagonale  et  tjui  s'appuie  sur  les  axes.  Nous  désignerons 
constamment  par  OC,  OE,  OF,  les  projections  de  01  sur  ces  axes,  lesquelles  pourront . 
selon  les  cas .  toml)er  siu'  le  côté  positif  ou  sur  le  côté  négatif  de  ces  axes.  Nous  appelle- 
rons toujours  CD  Tarète  parallèle  aux  y  et  consécutive  a  OC ,  et  Dl  sera  toujours  larèle 
parallèle  aux  z  ,  qui  du  point  D  aboutit  à  l'extrémitc-  de  01.  (Voir  les  figures  30  et  31 ,  que 
l'on  pourrait  multiplier  davantage). 

01  faisant,  avec  l'axe  des  a- ,  deux  angles  su|)plémentaires  dont  l'un  est  x.  sa  projection 
OC  sur  cet  axe  est  égale  à  01  cos  z ,  abstraction  faite  du  signe.  OC  lui-même  fait  avec 
B'OB  deux  angles  supplémentaires  dont  l'un  est  x'.  dont  sa  projection  sur  cette  droite  esi 
OC  cos  xJ.  abstraction  faite  du  signe.  Mettant  pour  OC  sa  valeur  01  cos  x.  on  a  enfin 

01  cos  X  cos  xi     pour  la  projection  de  OC  sur  B'OB  .  abstraction  faite  du  signe. 

Or,  je  dis  que  cette  expression  est  vraie,  en  ayant  égard  aux  signes. 

En  eiïet.  Soient  1°  x  et  x',  tous  deux  aigus  (fig.  32). 

L'angle  x  ou  Io.r  étant  aigu,  01  se  projette  en  OC  sur  les  .r  positives  et  l'angle  BO,rr=BOr,. 

Déplus,  l'angle  z'=BO.r=BOC  étant  aigu,  OC  se  projette  sur  OB  et  non  sur  OB',  et 
cette  projection  est  ainsi  positive.  Cette  circonstance  est  indi(iuée  par  la  règle  des  signes 
appliquée  à  l'expression  01  cos  x  et  cos  x',  puisque,  dans  ce  premier  cas,  cos  a  et  cos  x' 
sont  tous  deux  positifs. 

Soient  2"  a  aigu  et  x'  obtus,  (fig.  33). 

L'angle  a  ou  lo^r  étant  aigu,  OC  tombe  sur  les  .t  positives  et  BO.r=BOC.  Mais  l'angle 
2'=B0^  =  B0C  étant  obtus,  OC  se  projette  sur  OB'  et  cette  projection  est  négative.  Ci- 
résultat  est  conforme  à  la  règle  des  signes,  puisque  cos  a  et  cos  y.'  sont  de  signe  contraire. 

Soient  3"  x  est  obtus  et  x'  aigu  (fig   34). 

L'angle  a  ou  10^  étant  obtus,  OC  tombe  sur  les  x  négatives,  et  B0C  =  ]80°—  B0.2-. 

L'angle  x'  ou  BO.r  étant  aigu,  son  supplément  BOC  est  obtus,  donc  OC  se  projette  siu- 
OB'  et  cette  projection  est  ni-gative.  C'est  ce  <]ii'indique  encore  la  formule  01  cos  :'  cos  x'. 
puisque  les  cosinus  sont  de  signe  contraire. 
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Soient  4°  a  et  a'  tous  deux  obtus,  (fig.  33). 

l/iin{;le  -.'  ou  V)a:  étant  obtus .  OC  tombe  sui'  les  x  négatives. 

I. 'angle  a:' ou  BO.r  étant  obtus,  son  supplément  BOC  est  aigu,  donc  OC  se  projette  sur 
OC  et  cette  projection  est  positive,  conformément  à  la  formule  01  cos  a  cos  «',  puis(|ue  les 
cosinus  sont  de  même  signe,  étant  tous  deux  négatifs. 

Examinons  maintenant  l'expression  01  cos  fi  cos  (5',  (|ui  est  celle  de  la  projection  de  CD 
sur  B'OB.  On  voit  facilement  que  CD  étant  égale,  parallèle  et  de  même  sens  que  OE 
(figures  29,  30  et  31),  les  projections  de  ces  deux  arêtes  du  parallélipipède  sont  égales  et 
de  même  sens,  quoiqu'elles  n'occupent  pas,  en  général ,  la  même  place  sur  B'OB. 

Or  on  prouverait ,  comme  ci-dessus ,  (|ue  la  projection  de  OE  sur  B  'OB  est  toujours 
égale  à  01  cos  ^  cos  ^',  en  ayant  égard  aux  signes.  Donc  cette  expression  sera  aussi  celle 
de  la  projection  de  CD. 

l.a  projection  de  DI  sera  égale  et  de  même  sens  que  celle  de  OF,  quoique  noccu[)ant 
pas  en  général  la  même  place  sur  B'OB;  et  l'on  démontrerait  encore  que  cette  projection 
est  égale  à  01  cos  •/  cos  7  ',  en  ayant  égard  aux  signes. 

.\ppelons  c  .  rf  et  i  les  projections  des  points  C,  D,  1 ,  sur  B'OB. 

Oi  sera  la  projection  de  01  (tig.  .'50). 
Oc  celle  de  OC 
cd  celle  de  CD 
di  celle  de  Dl 

et  l'on  a  les  formules 

Oi  =  OI  cos  0 

Oc  ^01   cos   a  ces   a' 

cd^=OI  cos  p  cos  p' 
di  =  Ol  cos  7  cos  7' 

dans  les(iuelles  il  faut  avoir  égard  aux  signes  des  cosinus  et  regarder  01  comme  essentiel- 
lement positive. 

D'ailleurs  on  a  toujours 

Ot  z^  Oc  di 


pour  toutes  les  combinaisons  possibles  quant  a  la  situation  relative  des  points  0,  c,  d.  i, 
sur  la  droite  B'OB,  comme  on  le  voit  en  fig.  37,  oii  l'on  a  représenté  quelques-unes  de 
ces  combinaisons. 

IMctlant  dans  la  formule 

Oi  =  Oodi 

|)0U!'  Oî .  Of ,  cd ,  di .  les  valeurs  ci-dessus ,  que  nous  avons  reconnues  | loui'  générales , 
il  vient 

01  cos  ô=:OI  cos  y.  cos  a '4-01  COS  p  COS  -|-  01  cos  7  cos  7' 
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pt  divis;in(  par  01  on  a  enfin 

COS  a=COS  a  COS  z'  +  COS  ^  COS  p'-\-  COS  7  COS  7' 

formule  dont  la  généralité  est  maintenant  démontrée,  en  ayant  l'jjard  aux  signes  des  sept 
cosinus  qui  y  entrent. 

19.  Soient  Ox  et  Oj-  les  côtés  positifs  de  deux  axes  (fig.  37  bis  et  37  tpr). 
Prenons  sur  Oj-  une  abscisse  Om=j-  et  soit  Op^=x'  la  projection  de  0»i  sur  Os';  je  dis 
i|u'on  aura  toujours 

Op^=  0»i  COS  xOx'     ou      J  =  .r  COS  ('j.r'J 

eu  ayant  égard  aux  signes.   (Pour  l'usage  que  nous  allons  faire  de  cette  formule ,  langle 
xOx'  se  compte  seulement  de  0°  à  180°,  de  part  et  d'autre  de  Ox). 

En  effet,  1°  si  l'angle  xOx'  est  aigu  et  par  conséquent  cos  xOx'  positif  (fig.  37  bis,, 
l'abscisse  positive  0»t  se  projette  sur  les  x'  positives,  et  l'abscisse  négative  Om'  sur  li^ 
r'  négatives.  La  règle  des  signes  sera  tlonc  vérifii-e  dans  ce  premier  cas;  car  on  aura 

+  =  +  X+     et     — =:  —  x  + 

2"  Si  l'angle  xOx'  est  obtus  (fig.  37  ter;  et  pai'  conséquent  cos  xOx'  négatif,  1  abscisse 
positive  Om  se  projette  sur  les  r'  négatives  et  l'abscisse  négative  Om'  sur  les  x'  [losi- 
tives.  La  règle  des  signes  est  donc  encore  vérifiée  sur  la  formule  x'  =  x  cos  (■'■r').  (luis- 
<|u'on  a 

—  =  +  X—    et    +=— X  — 

Soient  trois  axes  rectangulaires  ou  obliiines  Ox ,  Otj.  Oz  et  un  quatrième  axe  OB.  (jue 
nous  prendrons  pour  celui  des  x'  (fig,  29,  30,  31).  Soit  I  un  point  «juelcontpie  de 
l'espace  et  achevons  le  paralléli[)ipède  dont  01  est  la  diagonale  et  qui  s'appuie  sur  les 
axes  Oj,  Oy,  0=. 

Désignons  par  x .  y.  z  les  trois  arêtes  OC,  OE,  OF,  qui  sont  en  même  temps  les  coor- 
données du  ]ioint  I  sur  ces  axes,  et  par  Oi  la  piojeclion  de  01  sur  l'axe  OBou  Ox'.  En 
procédant  comme  au  n°  précédent,  on  aura  (fig.  3(5  et  37) 

Oi  =  Ocdi    ; 

mais  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  on  a.  en  ayant  égard  aux  signes. 

Oc  =  j  cos  (xx  ) . 

De  plus .  cd .  projection  de  CD ,  est  égale  a  celle  de  OE  et  de  même  signe .  puisijue 
CD  et  OE  sont  égales  et  de  même  sens:  donc 

cd=y  cos  (yx') 

Enfin  di .  projection  de  DI.  est  égale  a  celle  de  OF  et  de  même  signe,  c'est-a-dire  qu'on  a 
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di  =  z  cos  (:.t').:  '  '  ■' 

ilonc  oiiHn  In  formule  Qi=Ocdi  devient 

Qi  =  x  co%  (M')-}-y  co%  (yx ') -{- :■  cos  C^j^'J 

Si  l'axe  Qx'  forme  avec  deux  autres  axes  Oy',  Oz',  un  système  rectangulaire  el  (|ii(' 
l'on  nomme  x',  y',  z'.  les  coordonnées  du  point  I  sur  ces  axes,  on  aura 

Oi  =  x'        et  par  conséiiuent 
x'=x  cos  (xx')-\-y  cos  (yj')-\-:  cns  (zx') 
On  aura  semhlablement 

y'=T  cos  Cry')+y  cos  (yy')  +  :  cos  (zy') 

z'^=x  cos  (i:z')-{-y  COS  (yz')-\-z  cOS  (zz') 

Telles  sont  les  formules  qui  servent  à  transformer  des  coordonnées  rectiingulaiies  x'. 
y',  s',  en  coordonnées  obliques  ou  recliuigulaires  x,  y,  z. 

Si  les  axes  0^,  Oy,  Oz.  sont  aussi  rectangulaires,  on  aura,  en  prenant  01  égale  a 
l'unile 

x=  cos  IO,z- ,  y—  cosIOy,  3^^  cos  FOs    ' 

Dailleurs  x'=z]Ox'.       Mettant  ces  valeurs  dans  la  formule 

x'=x  cos  (xx'J-\-y  cos  (yx'J-\-z  cos  (zx'J  .  il  vient 

cos  10^'=:  cos  IOjz-  cos  x'Ox-\-  cos  lOy  cos  sc'Oy-^  cos  lOs  cos  z'Oz 

et  l'on  retrouve  ainsi  la  formule 

cos  'î^cos  y.  cos  x'+cos  p  cos  (3'4-  L'OS  7  cos  •/'. 

Equation  du  plan. 

20.  I.a  considération  des  projections  conduit  très-naturellement  à  l'équation  du  plan  '"). 

Soit  KMN  (fig.  3S)  un  plan  donné  de  position  dont  on  demande  l'équation,  .\baissons 
de  l'origine  0  une  perpendiculaire  OP  sur  ce  plan,  et  désignons  par  y-,  p,  •/,  les  angles 
PO.r ,  POy,  ?0z  ,  qu'elle  fait  avec  les  axes. 

Soient  x,  y.  z,  les  coordonnées  d'un  point  (|uelcon(]ue  1  du  plan.  Si  l'on  achève  le 
parallélipipède  dont  01  est  la  diagonale  et  (]ui  s'appuie  sur  les  axes,  on  pourra  prcndic 
trois  arêtes  consécutives  OC ,  CD,  DI  (fig.  36)  égales  à  x ,  y,  s,  el  qui  formeront  un 
contour  OCDI  dont  01  sera  la  résultante.  La  projection  de  ce  contour  sur  OP  sera  égale 

{')  Leçons  de  géomi-trie  analytique ,  fAt  yi.  heMmic  iW  l\>uvcy.7^"  oSS. 
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à  celle  de  la  résultante  01  [n"  4)  ;  or  cette  dernière  projection  est  OP  puisque  l'angle  OPI 
est  droit.  Si  donc  on  fait  0P=/),  on  aura,  d'après  le  n"  précédent, 

p=x  cos  xOV-\-y  cos  yOP4-  '  cos  lOP  on 

p:=  X  cos  5t-|-y  cos  ^  +  '  cos  7 

Les  projections  x  cos  2,  y  cos  p,  z  cos  7  sont  celles  (jue  nous  avons  désignées  par  Oc  . 
ce?,  di  (fig.  36  et  37).  Elles  sont  positives  lorsqu'elles  sont  décrites  dans  le  sens  OP,  donc 
OP  lui-même  ou  p  est  toujours  positif,  et  par  conséquent  la  ([uantité 

T  cos  ï+y  cos  p+3  cos  7        est  tonjonis  positive 

Les  coordonnées  .r.  y.  i,  étant  celles  d'un  point  quelconque  dn  plan  MN  ,  ré(|uatiiin 

p=T  cos  y- -{-y  cos  fi +3  cos  7 
est  l'équation  de  ce  plan. 

Si  on  l'écrit  ainsi 

_  C0SJ< ^  _  c-os£    _  COSj  ^  _  ^ ^,^ 

p  y  p 

et  ((iron  fasse  pour  abréger 

_cosj^^^  -Î^^B.  ~S^!^r=C      .      .      {]) 

P  '  P  '  P 

elle  prendra  la  forme 

Aj;-|-iiy4.Cc;4-l  —0 

i|iii  est  celle  (]iie  |)iend  ré(]uation  la  plus  générale  du  premier  degré  à  trois  variables, 
lorsqu'on  la  divise  par  D'  et  i|u'on  fait 


K' 

B' 

(V 

—  ^  A, 

—  =  B, 

—  =  c 

D' 

D' 

D/ 

Si  on  élève  les  éciuations  (1)  au  carré  et  qu'on  les  ajoute  ,  on  aura 

à  cause  de  cos '^^-j-cos  ^^-|-cos '7  =  ] 

Donc  j 


V  V^  +  B'^-l-C.- 
Nous  pi'enons  le  radical  avec  le  signe  plus,  parce  que  nous  savons  (pie  p  est  positif. 

(*)   Lacroix.   Calcul  différentifl  ,  tiinie  I,  page  50<i. 
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On  a  donc,  en  vertu  des  équations  (i), 

-A  .,„  .  __  —  B 


COS   7.   = 


COS  p  =  -»  <-'0S  7  = 


V/A-'4-B^+C=,  v/A^4-B-+C'  V  A-^-(_B'-|_C 


Ces  formules  donnent  sans  ambiguïté  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  l'origine  sur  le  plan  dont  l'équation  est 

Ar+By  +  Ci+l=o  ; 

nous  entendons  par  là  la  partie  OP  de  cette  pi-rpendiculaire  et  non  son  pi-olongenieni  en 
sens  contraire. 

En  effet ,  lorsque  le  plan  donné  cou|)e  l'axe  des  s  du  côté  des  =  positives  comme  en  K 
(tig.  3S).  le  triangle  OPK  étant  rectangle  en  P,  l'angle  KOP  est  aigu:  mais  alors  KOP  = 
Z0P:=7  donc  alors  ■/  est  aigu.  Au  contraire,  lorsque  le  plan  donne  coupe  l'axe  des  =  du 
côté  négatif,  la  droite  OP  fait  un  angle  aigu  avec  le  côté  îles  s  négatives,  et  par  consé- 
quent le  supplément  de  cet  angle,  savoir  y,  est  obtus. 

OK  étant  la  valeur  de  z  qui  correspond  à  x  =  o  et  y=o.  on  trouve 

Lorsque  C  est  positif  OK  est  négatif,  et  par  conséquent  y  est  obtus  ,  et  lorsque  C  est 
négatif,  OK  est  positif  et  7  est  aigu.  On  voit  donc  que  C  et  cos  7  sont  toujours  de  ligne 
contraire. 

—  C 

Donc  la  formule        cos  7  =  —         -  est  vraie  quant  au  signe. 

V  A-■-^-B■^-|-(> 

On  prouverait  la  même  chose  pour  les  formules 

—  A  _R 

cos  X  3= —  —  et  cos  p^^ 


\/A--[-B--f  C'  l/A'-t-B'-f-C' 

Nous  avions  donc  raison  de  dire  que  ces  formules  donnent ,  sans  ambiguïté ,  les  angles 
que  la  perpendiculaire  OP  fait  avec  les  côtés  positifs  des  axes. 
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Dcnionslratio)!   (jimérale  dea  formuler 

sin  ;-., -l-<)0";  =  cos  ■■> 

cos  ''.,  -\-  90°;  =  —  sin  •■> 

'il.  Soit  \B='.j  lig.  39,  l'arc  directeur  correspoiuiant  à  la  position  CB  île  Taxe  des  / 
positives.  Prenons  BI  égal  à  un  (jnadrans.  ensorte  (]ne  CI  soil  le  côlé  positif  de  l'axe  des 
5  conjugué  de  C.B.  Abaissons  BG  et  IK  |)crpendiculaii'es  sm-  l'axe  des  abscisses,  et  BE. 
perpendiculaire  sur  l'axe  des  ordonnées.  Faisons  les  mêmes  constructions  dans  les  fig.  40. 
'il.  42.  relativement  aux  arcs  .\B"3=..,",  AB'''=w  ",  AB''=w'\  en  accentuani  con- 
venablement les  lettres. 

Il  est  facile  de  voir  (]u'on  aura 

l'angle  ICK=BCE  (Hg.  39) 

I"CK    =B  'CE"  Kg.   40; 

•*■      I/'CK  "=B"'CE  ''  'fig.  4n 

l'^.k  ^=B''CE  '  lig.   42; 

Ainsi  les  triangles  rectangles  ICK  et  BCE.  l'CK"  et  B"CE",  I'"CK"'  et  B  "CE"  . 
l'CK"    et   B* CE'*  sont  égaux.  On  a  donc  ,  abstraction  faite  des  signes  . 

KI=EB  CK:=CE 

K"I"::^E"B"  CK '=CE' 

K'  ■l'''=E"'B'  CK'  '^CE"  ' 

K'M''=E''B"'  C.K^=CE' 

et  pour  avoir  égard  aux  signes .  on  remarquera  «pie 

Kl   est  une  ordonnée  positive  et  EB  ime  abscisse  positive 
K'''l"  une  ordonnée  négative  et  E"B"  une  abscisse  négative 
K'  I'"  une  ordonnée  négative  et  E"'B'"   une  abscisse  négative 
K'^r*  une  ordonnée  positive  et  E  *B  *'   ime  abscisse  positive. 

donc  Kl  considérée  comme  abscisse  esl  de  même  signe  que  EB  considérée  comme  or- 
donnée et  ainsi  des  autres;  or 


Kl=sin  («+90";   .  EB  =  cos« 

K/l"=sin  (',.' -l-gO")   ,  E"B"=coS'V'     / 

K'T    =sin  («'"4-90"}  ,  E  "B"'=cos« 

K'  I '=sin  (',.'^4-90°)  ,  E'*B/''=cosw'* 


1 


H 


On  a  donc  en  ayant  égard  aux  signes 
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Sin  (&)  +  90")=:cosw  ,  tjuelle  que  soil  la  valeur  de  w. 
CK  cl  r.K"  sont  (les  abscisses  négatives,  CE  et  CE"  des  ordonnées  positives 
CK"'  et  CK'^  sont  des  abscisses  positives,  CE'"  et  CE'^    des  ordonnées  négatives. 

Donc  CK  considérée  comme  abscisses  est  de  signe  contraire  à  CE  considérée  comme 
ordonnée ,  et  ainsi  des  autres  ;  or 

CK  =  cos  ('..  +  «.)()")   ,  CE=sin..) 

CK^'=cos  ('..'"4-90")  ,  CE"==sinM"  / 

CK"'=cos  (m'/'+QO")  ,  CE"'=sin(.."'  l      '^ 

CH'^^^cosIm^+DO")   ,  CE''=sin'.."  ! 

On  a  donc  en  ayant  égard  aux  signes 

ces  ('.j 4-90°)  =  —  sin  -^  (|uelle  que  soit  la  valeui-  de  Tare  -i. 

Les  formules  (a)  et  (h)  s'appli<iuent  également  aux  arcs  positifs 

„,=AB.  m"=.\B",  «"'=AB"',  '„•>  =AI5'^  et  aux 

arcs  négatifs  «=:A»iB,  ,.,"=A??iB",  -.,"'=:AotB' ',  '.,/'=a,«d'V 

Lorsque  w  est  négatif,  on  entend  par  m4-'J0"  l'ai'c  A»iBI  compose;  de  la  partie  néga- 
tive AtoB  et  de  la  partie  positive  Bl  ou  0(1";  de  même  -i  '-|-0()"  signifie  A»?iB"l"  et 
ainsi  des  autres. 

Ainsi  les  formules 

Sin  (w4-'J5i)=coso> 

cos  («4-90»)=  — siu'.. 
s'appliquent  à  toutes  les  valeurs  de  '■> ,   positives  ou  négatives. 

Des  projections  sur  les  x  ft  sur  les  y ,  d'un  rayon   vecteur  r  et  d'un 

rayon  vecteur  s. 

22.  Si  l'on  d('signe  par  x  el  y  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  situé  dans  le 
plan  des  .r  ij ,  par  <>  son  rayon  vecteur,  par  AB  l'arc  directeur  de  ce  rayon  vecteur,  et 
par  R  le  layon  liigonométrique,  on  a,  (n"  l'i) 

j:  :  'J  ::  cos  AB  ;  R 
y  :  '5  :  :  sin  AB  :  R 

proportions  (jui  ont  lieu,  quel  que  soit  l'arc  directeur  ,  positif  ou  négatif,  en  ayant  égard 
aux  signes  de  s,  y,   n,  sin   AB.  cos  AB. 
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Le  rayon  vecteur  o  est  positif  ou  négatif  selon  qu'il  se  compte,  à  paitir  de  l'origine 
sur  le  côtt'  positif  ou  sur  le  côté  négatif  de  l'axe  tournant  des  r.  Le  côté  positif  de  cet  axe 
(•tant  celui  qui  passe  par  lextrémité  de  son  arc  directeur  AB. 

r.es  proportions  donnent 

ocos  AB  osinAB 


R  ■'  R 

Si  l'on  désigne  l'arc  directeur  pai-  '■> ,  le  rayon  vecteur  par  / ,  et  si  Ion  fait  H^l .  ces 
formules  s'écriront  ainsi 

jr=rCOS''    .  !/  =  /  sin  -,.. 

Prenons  un  point  sur  I  axe  des  s,   et  désignons  par  X  et   Y  ,   ses  coordonnées,  et  pai- 
s  son  rayon  vecteur  compté  sur  l'axe  tournant  des  s .  on  aura 

X=s.  cos  (.0,4-90")  Y=s.  sin  ('.-4-90°) 

Car  '.j-t-'JO"  est  l'arc  directeur  de  l'axe  des  s. 

Mettant  puur  cos  [■■'-^'iO"}  sa  valeur —  sin  <■>,   et  pour  sin  ('.i4-'J0'-)  sa  valent  eus  m. 

(n"  21)  il  vient 

X  =  —  s  sin  M 

Y=s  cos  '->. 
On  a  donc 

rcos'''  projection  sur  les  ^  1  ,,  ■         ,.         , 

,  '  <1  un  rayon  vecteur   r  prissiu-  I  axe  des  r 

\  '•  sin  '., projeclion  sur  les  y  ) 


(A). 


/  —  s  sin  ■.)  ....  projection  sur  les  .r 


s 


—  s  sm  ■.)  ....  projection  sur  les  .r  y 

.    ..  1  f  d  un  rayon  vecteur  -s   pris  sur  l'axe  des  s. 

cos  ■! projection  sur  les  y  \  ' 

L'arc  ->,  qui  peut  être  positif  ou  négatif  est  dansées  (]uatre  formules  l'arc  direcleui- 
du  côté  positif  de  l'axe  des  '.  ensorte  que  '.,-(-<J0°  est  l'arc  directeur  du  côté  positif  de 
l'axe  des  s.  11  faut  avoir  égard  aux  signes  de  ',  s,  siu'.),  cos  m. 

Deux  droites  égales,  parallèles  et  de  même  sens,  ayant  des  projections  égales  et  de 
même  sens,  les  deux  premières  formules  (A)  s'appli(|uent  à  toute  droite  ah  =  r  nKMiee  pa- 
rallèlement à  l'axe  des  r  et  ([ui  sera  positive  ou  négative  selon  qu'elle  sera  décrite  de  a  en 
h  dans  le  sens  positif  ou  négatif  des  r.  De  même  les  deux  dernières  formules  s'applicjuent 
a  tonte  droite  cd=:s  menée  parallèlement  à  l'axe  des  s,  et  qui  sera  positive  ou  négative 

selon  (|u'elle  sera  décrite  de  c  en  d  dans  le  sens  |)Ositif  ou  négatif  des  s. 

La  projection  de  ah  sur  les  x  est  positive  ou  négative  selon  que,  [lour  allei'  de  la  pio- 

jeclion  de  œ  à  la  projection  de  b .  on  marche  dans  le  sens  positif  ou  négatif  des  .r ,  et  ainsi 
des  autres  projections. 

Les  quatres  formules  (A)  (|ui  sont  fondamentales,  nous  seront  très  utiles. 
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Transformation  des  coordonnés  sur  un  plan,   au  moyen  d'un  seul  angle. 

25.   Soient  toujours  deux  systèmes  d'axes  rectangulaires,  0^  et  Oy  d'une  part  et  Or. 
Os  d'autre  part,  situés  dans  un  même  plan  et  rapportés  à  la  même  origine  (fig.  43). 

Soit  M  un  point  quelconque  du  plan  de  ces  axes,  et  soient  OP=:;r,  OQ^=y,  OE^r, 
EM=* .  ses  coordonnées. 

OP  étant  la  projection  de  OM  sur  l'axe  des  a-,  est  égale  à  la  somme  algébrique  des  pro- 
jections des  parties  OE  et  EM  de  la  ligne  brisée  OEM  dont  OM  est  la  résultante. 

On  a  donc  OP  =  OEP 

mais  OE  étant  un  ravon  vecteur  sur  l'axe  des  r ,  on  a  pour  sa  projection  sur  les  x . 

0£  =  0E  COS  ai  =  r  COS  01 

en  désignant  toujours  par  w  l'angle  des  '■  [losilives  et  des  a;  positives. 

EM  étant  parallèle  à  l'axe  des  s ,  on  a  pour  sa  projection  sur  les  x 

£?=  —  EM  sin  (■>= —  s  sin  <.,. 
donc 

i;^0P=0ïP;=7- COS  w — ssinw. 

y  ou  OQ  étant  la  projection  de  OM  sur  l'axe  des  y ,  est  égale  à  la  somme  des  projections  de 
OE  et  EM .  c'est-à-dire  qu'on  a 

OQ=OeQ 

Mais  Oe  =  OEsin  r,j=rsin '.. 

PQ;^EM  COS'-^SCOS'' 

donc 

y:=OeQ=r  sin  oi-j-s  cos  m. 

Les  deux  formules 

x^r  cos  r.i  —  s  sin  w 
y  =  r  sin  w  -j-s  cos  '■• 

sont  donc  générales .  c'est-à-dire  qu'elles  ont  lieu  quelle  (jue  soit  la  position  du  point  M 
dans  le  plan  des  coordonnées  et  quelle  que  soit  la  valein'  de  l'angle  « .  positive  ou  né- 
gative. 
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Du  sinus  et  du  cosinus  de  la  somme  alyélnique  de  deux  ure>. 

24.  Représenloiis  par  ABN  la  somme  algébrique  de  deux  airs  Al!,  liN,  imsiiils  on  né- 
gatifs (fig.  44).  Abaissons  ND  perpendicnlaire  sur  CB ,  NS  et  DO  pecpendienlaires  sur  l'axe 
des  «•,  et  DI  pependiciilaire  snrSN. 

Le  cosinus  de  ABN  est  CS  qni  est  la  projection  de  CS  sur  les  .t.  Le  sinns  de  ABN  est  SN  , 

égale  à  la  projection  de  CN  snr  les  y. 

Or,  ces  projections  sont  ('gales  à  la  somme  algébrique  des  projections  de  CD  et  DN. 

On  a  donc 

cos  ABN=CS=COS 

sin  ABN=:SN=SIN 

Voyez  les  figures  4o ,  46 ,  47 ,  48. 

Faisant  poui-  abréger  AB  =  a,  BN^/i ,  (I^s  arcs  a  et  /'  pouvant  élre  positifs  ou  négatifs  i 

il  vient 

cos  ABN  =  cos  {ti-\-h)—- COS 

sin  AB!N=sin  (,«+/»)  =  SIN. 

Prenons  CB  (tig.  44)  pour  le  côlé  positif  de  l'axe  des  r,  et  sa  perpendicnlaire  C*  pour  le 
coté  positif  de  l'axe  des  «,  ensorte  que  a  ser'a  l'arc  directeur  des  ' . 
CD  étant  snr  l'axe  des  r  el  ON  étant  parallèle  à  l'axe  des  « ,  on  a 

CO  =  CD  cos  a  d'après  la  formule  r  cos  ».. 
OS  =  —  DN  sin  a  »  »        —  s  sin  '■) 

SI  =:  CD  sin  a  »  »        r  sin  '.. 

IN  =  DN  cos  a  »  "         s  COSr... 

Il  faut  dans  ces  formnics  avoii'  égard  au  signe  de  chaque  facteui'. 

Donc 

COS=CD  cos  a  —  DN  sin  a 

SIN=  CD  sin  «  +  DN  cos  a 

Mais  CD:=cos6     et     DN^sini,  valeurs  générales  quel  que  soii 

l'an'  h  positif  ou  négatif,  (lig.  45,  40,  47,  4S)  :  donc 

cos  (o-l-5)=cos  a  cos  h  —  sin  a  sin  b 
sin  (i  +  i)  =  sin  a  cos  6  -f"  *'"  *  fO'*  " 

formules  générales,  (juelles  ([ue  soient  les  valeurs  de  a  et  b .  positives  on  négatives. 
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C'est  ce  (}ue  montrent  nos  figures  dont  chacune  contient  quatre  cas  relatifs  aux  aies 
AIÎÎS',  ABN",  ABN"',  ABN'^ ,  et  chacun  de  ces  cas  en  contient  à  son  tour  ijuatre  au- 
tres, car  ABN  (fig.  49),  par  exemple,  signifie 

i»  AMB  (positif)  4- BON  (positif) 
•2"  AMB  (pos)  +  BMAPN  (negalifj 
3°  APNOB  (nég)  +  BON  (pos) 
4"  APNOB  (nég) -f  BMAPN  (nég). 

ainsi  chatjue  ligure  représente  seize  cas  dillérens. 

Les  figures  50,  ol  ,  52  et  53,  se  rapportent  à  îles  cas  particuliers, 

Kn  fig.  50  on  a  .\BN=90°,  SIN  =  1,  COS=0 

OS  est  égale  et  de  signe  contraire  à  CO 

fig.  51  ABN  =  18»,  S1N  =  0,  COS=  —  J 

fig.    5-2  ABN=-270",  SIN^J  — 1,         COS=0 

fig.  53  ABN=360»,  SIN  =  0,  C0S  =  1 

Si  l'on  désigne  par  y.  et  j5  les  valeurs  absolues  de  deux  arcs,  ou  des  nombres  positifs 
de  degrés ,  les  formules 

sin  {(i-\-h)  =  sin  o  cos  6  -|-  S'f  ''  cos  a 

COS  (a+*)  =  cos  a  COS  b  —  sin  a  sin  b 
contiennent  toutes  les  suivantes. 

sin  (+?.+(3)  =  sin  (4-^)  COS  (+fi)-fsin(4-^)  COS  (+x).  .  .  (1) 

sin  (-fz — ^)  =  sin  (-|- z)  COS  ( — p)-(-sin( — fs)  cos  (+«)•  ■  •  (2) 

sin  ( — z-|-l5)=sin( — a)  cos  (-|-p)  +  sin  (+p)  cos  (^z).  .  .  (3) 

sin  (— a — 6)^sin( — z)  cos  ( — (5) +sin  (— p)  cos  ( — x).  .  .  (4) 

cos  (4-^+(^)^=cos(-!-z)  cos(-l-z)  — sin(4-z)  sin(-f-|5).  .  .  (5) 

cos  (+5^ — p)=cos(-|-a)  cos(— (î)  —  siu  (-|-z)  siu  (— p).  .  .  (6) 

cos  (— z-|-p)=  cos(— a)  cos  (-|-|î)  — sin  (— a)  sin(4-^).  •  ■  (7) 

cos  ( — z  — 6)  =  cos(— a)  cos  ( — p)  —  sin (— a)  sin  (— p).  .  .  (S) 

On  fait  surtout  usage  des  formules  (1),  (2),  (5)  et  (6),  et  à  cause  de 

sin  (  —  f))  =  —  sin  ^  et  de  cos  ( —  p)  =  cos  p ,  on  les  écrit  ainsi  ■ 

sin  (z-f-(5)  =  sin  -x  cos  p  +  sin  p  cos  x  \ 

sin  (y. — p)  =sin  a  cos  p  —  sin  p  cos  a  I  , 

cos  (z+f*)  =  cosa  cos  {i — sin  z  sin  |i  ( 

cos  (z  —  p)  ==  cos  z  cos  p  +  sin  "  sin  p 
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Dans  ces  dernières  formules  (R).  on  suppose  ordiniiirement  y-  et  6  positifs  :  mais  elles 
sont  encore  vraies  en  supposant  ->-  négatif,  ou  S  ncjiatif .  ou  a  et  ^  tous  lieux  ne{;alits. 
En  effet  il  est  facile  de  voir  que  l'une  de  ces  suppositions  faite  sur  l'une  de  ces  (juiUre  for- 
mules, la  transformera  en  l'ime  des  huit  précédentes. 

Voici  des  cas  particuliers  qu'il  est  bon  de  noter. 

Si  l'on  fait  z^ilO",  il  viendra  a  cause  de  sin90"  =  l  :  et  cos;H)''  =  0 

siu  OO^+SJ^cos^ 
sin  (OO"  — 6)  =  cosp 
cos  (l)(J"4-^)  =  — sin^ 
cos  (90"  — ^)  =  sin  15 

l.a  pi'emière  et  la  tioisième  ont  été  démontrées  directenieiil  au  ii**  '21  et  ont  ctc  le  point 
de  départ  pour  les  formules  générales. 

Faisant  y-=  l.SO" .  il  vient  à  cause  de  sin  lSO°  =  n  et  cos  l>i(»"  =  —  1 

sin  (180''4-S)=  — sinS 
sin  (180"  -  [il  =  sin  6 
cos  (ISO"-}-^)  =  —  cos^ 
cosdSO"— fi)  =  — cosS 

Faisiint  ;:=270",  on  aura  .  a  cause  de  sin  ■270"=  —  J.  et  cos"270";=0 

,siii  (•270+Ji)  =  — cos^ 
sin  (270°  —  '^)^ —  cos^ 
cos  (•27n°  +  f.)=sinf. 
cos  (-270"  — 15)  =  — sinfv 

Enfin   5-.:=:jOO".    donnant      sin  .">f)0''^0   et   cos  .'>(Kl'';=l    il  vi<ni 

sin  (360''-f[i)  =  siu^ 
sin  (360"— S)  =  — siufv 
cos  (360°+|î)  =  cosf> 
cos(360"  — f,)  =  cos6 


2o.  Deux  angles  dont  la  somme  est  égale  à  90"  sont  complrmciis  l'un  de  faulre.  Tels 
sont  les  angles  p  et  90"  —  ^.  Si  l'un  d'eux  est  plus  grand  (|iie  90"  l'autre  est  négatif. 

Deux  angles  dont  la  somme  est  égale  à  ISO"  sont  supph'mens  l'un  de  l'autre,  comme  6 
<;l   ISO"  — ft.  Si  l'un  est  plus  grand  que  ISO ',  l'autre  est  négatif. 

Deux  angles  dont  la  somme  est  égale  à  360"  sont  rcrcrscs  ("i  1  un  de  l'autre  et  si  l'un 
est  plus  grand  (|ue  300° ,  l'autre  sera  négatif. 

(")  Cette  (irnuiniiiution  (.'iniiloyi'i'  par  Stovin  est  rappclio  par  Le^lie  ilun-  sa  Cèomèliic 
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On  u  ilonc  les  formules 

sin  (90'>— S)  =  cosS1  ,  ,  ... 

.   ^   ^  pour  les  anmes  complémentaires. 
cos  (90°— 6)  =  sm^  J  "^  "  ^ 

sin  (ISO"  —  S)  =  sin  Ê        ' 

,,„..      ,^  'iioiii- les  angles  supplémentaires, 

cos  (ISO"  —  ^)  =  — cosâf  "         ■' 

sin  (300"  — â)  =  —  sinB"! 

,.,,.,,„     V.  '  >  pour  les  auffles  i-evcrses. 

cos  (.3bO°  —  ^)  =  cos  S     j 

Connue  elles  sont  tirées  des  formules  (R)  (jui  sont  générales  (juanl  à  y.  el  p,  elles  sont 
donc  {jéni'iales  (juant  à  S.  On  suppose  ordinaii-enient  que  >  est  positif. 
En  vertu  d-^s  formules  suivantes  données  au  n"  13. 


R  sm  a  , 
tantf  a  = 

cos   a 

R  cos  a  . 

toi  a  =  — : 

sm  a 

R= 

sec  a  .= 

cosec  a  =  -^ — 

cos  a  , 

sin  a 

On  a  encoie 

R  sin  (90°— S) 

R  cos  S 

-                                       r-nr    ''- 

'-'"«'•-'      •■         cos  (90°- S) 

Sin  'p 

i 

R" 

■ 

cos  (90"—  p)      sin  ^                  ' 

'          pour  les   • 

R  cos  (90°— 6) 

cot  ( 90°  —  p}=     .    ,,,,, rf 

■^          sui  (90"  —  p) 

R  sin  S 

—  1       —  -  ■    .  '     tlIlO"    P. 

angles 
l   complémentaires 

cos  6        '""«  ■ 

R- 

R- 

=: r  =  sec  b 

cos  & 

1       - 

cosec(90-p)_^.^^,^^„_g^ 

j 

Les  formules  relatives  aux  angles  complémentaires  font  ordinairement  l'objet  d'une 
simple  déHnition  :  mais  j'ai  préféré  considérer  le  cosinus,  la  colangenie  et  la  cosécante 
d'un  angle  a  conmie  appartenant  directement  à  cet  angle  et  non  a  90" — n.  Ola  parait 
d'autant  plus  convenable  que  l'angle  90° — a  peut  être  négatif,  ce  qui  rend  nécess;iire  la 


df'monslration  génf'iale  de  ces  formules. 
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Rsiii  (180°— 6)       Rsinft 

sec  (1 80°—  â)  = ,.^,„    ■  ^-  = =  —  sec  p  , 

^  '^       cos(180°— 13)      —  cos(5  '         pour  les 

/  angles 

Rcos  (180°— (i)      — RcosÊ  .        I  |.  • 

'-■°^  ^'^''-  ^'  =    sin(l80--^)    --^r  ^  ~       ^        i  snppl.-men,an-es. 

R  -  R"  ' 


R  sin  (360"  — (i)       — Rsin^ 

tang  (360"-  fi)  = — -n^ f- = — ;— =  -tang  fi 

"  "^         cos  (300' — 6)  cos  |i 

R-  R" 

sec  (  360»—  6 1  = -tt-t-; = ;  =  sec  f.  f  , 

cos  (300°— f:.)      eos  |i  [   pour  les 

angles 

R  cos  (300°- f:i)      R  cos  ^  ,  .  ^ 

cet  (360°  — S)  =  ■■  .    ,'■„ — 77^= ^=  —  cot  p  l  reverses. 

^         SU!  (300"- p)        —  sin(5  » 

R^  R' 

cosec  (  360  -  f.)  =  .    ,„..,,„ — rr  = ^-7  =  —  cosec  fi 

sin  (300°- (3)       —  sin  p 
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CHAPITRE   \I. 

DE  LA  FORMULE  FONDAMENTALE  DE  LA  TRIGONOMÉTRIE  SPHÉRIOLE. 


2G.  Il  y  a  si\  choses  à  considérer  dans  une  pyramide  triangulaii-e  AOBC  (H;;.  66) 
savoir  les  trois  angles  AOB,  AOC,  BOC  formés  par  les  arêtes  et  les  trois  angles  dièdres 
formés  par  les  faces. 

Si  l'œil  d'un  observateur  est  au  sommet  de  la  pyramide  et  si  les  arêtes  sont  dirigées 
sui'  ti'ois  points  déterminés  du  ciel,  on  comprend  l'importance  du  problème  (|ui  consiste  à 
déterminer  trois  de  ces  six  angles  au  moyen  des  trois  autres.  La  solution  de  toutes  les 
combinaisons  que  peut  offrir  ce  problème  est  l'objet  de  la  trigonométrie  splierique. 

Si  l'on  place  le  sommet  0  de  la  pyramide  au  centre  d'une  sphère .  la  pyramide  en  cou- 
pera la  surface  selon  un  triangle  splierique  ABC .  dont  les  côtés  sont  des  arcs  ayant  res- 
pectivement les  mêmes  nombres  de  degrés  ciue  les  angles  AOB ,  AOC ,  BOC .  et  dont  les 
angles  A.  B,  C  ont  les  mêmes  nombres  de  degrés  que  les  angles  dièdres  de  la  pvra- 
mide. 

On  entend  par  l'angle  A,  l'angle  forme  par  les  tangentes  \E,  AD  menées  aux  arcs  Ali 
et  AC,  et  ainsi  des  autres. 

On  désigne  par  a,  b,  c  les  côtés  du  triangle  opposés  aux  angles  A.  B,  C. 

Ces  six  quantités  sont  exprimées  en  degrés,  et  le  ravon  de  la  sphère  est  pris  pour  rayon 
irigonometrique. 

En  considérant  le  triangle  sphérique  au  lieu  de  la  pyramide,  on  peut  dire  «juc  la  trigo- 
nométrie splierique  consiste  à  déterminer  trois  des  six  quantités  a.  b.  c.  \.  B.  C.  au 
moyen  des  trois  autres. 

Les  formules  dont  on  a  besoin  |)eiivent  toutes  se  déduire  de  celle-ci  : 

R*  cos  ar=R  cos  h  cos  v  -|- siu  h  sin  c  cos  A 
ou  simplement 

cos  «^  cos  b  cos  c  -+-  sin  h  sin  c  cos  A 
en  taisant  R:=J. 

Il  importe  donc  de  démontrer  celte  formule  dans  toute  sa  généralité. 
Si   dans  un  triangle  rectiligne  ABC  (fig.  54)  on  abaisse  AD  perpendiculaire  sui-  BC. 
on  a 

AB  =  \C-(-BC— ÎBCXCD 
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en  prenant  le  signe  supérieur  lorsque  l'anfjle  C  est  aigu  et  le  signe  inlVTieiu'  loisi|ne  cet 
angle  est  obtus.  (Legendie.  Géom.  Liv.  III,  propos.  12  et  13). 

Dans  le  premier  cas  on  a  CD^\C  cos  .\CB 

dans  le  second   cas  on  a  CD=\C  cos  \cr)=  — AC  cos  AC15 

jiar  conséquent  la  formule 

AB=Ar,  -f  BC  -  -2  BCX  AC  cos  ACB 

répond  au\  deux  cas ,  si  Ton  a  égani  au  signe  du  cosinus. 

Il  ne  s'agit  ici  que  des  valeurs  aiisolues  des  côtes  du  triangle;  en  d'anti'cs  termes,  les 
lignes  AB,  AC,  BC  sont  essentiellement  positives. 

Soit  ABC  (fig.  66)  un  triangle  spliéiique ,  dont  les  cotes  «,6,  e  sont  opposés  respecti- 
vement aux  angles  A,  B,  C. 

Soit  0  le  centre  de  la  sphère.  Menons  AE  et  AD  tangentes  aux  arcs  AB  et  AC.  et 
soient  E  et  D  les  ]5oinis  de  rencontre  de  ces  tangentes  avec  les  layons  0\>  et  OC  |ii-olon- 
gés.  (Carnot.  Géom.  de  position,  n"  342). 

Nous  sup[ioserons  i l'abord  les  côtés  I>  et  <•  moindres  (|ue  90°. 

Les  triangles  DOE  et  DAE  donnent. 

DE=OD  +  OE  — 2  UDxOE  cos  DOEl 
_,_,_,  \    ....   (a) 

DE  =  AD4-AE  — 2  \DxAE  cos  DAE) 

retranchant  la  seconde  de  ces  équations  de  la  première  et  observant  (pie  les  tiiangles  (.UD 
et  0\E .  rectangles  en  A .  donnent 

OD  — AD  =  OA,  ÙE  — AE  =  OA,      il  vient 

0=2  OA  —  2  OD.  OE  cos  DOE  +  2  AD.  \E  cos  DAE 

ou  OD.   (lE  cos  DOE  =  OA  +  \D.    AE  cos  DAE 

divisant  par  OD.   OE  il  vient 

OA    OA       AD    AE 
•■°^°f"^  =  0-D'ÔË+ÔD-5Ê^'°^^^'^- ^'^ 

Les  côtés  des  triangles  DOE  et  DAE  étant  dans  les  formules  (a)  esseniiellenieni  posiiils. 

.,    .         .  ,  ..  OA       OA       AD        AE 

il  s  ensuit  que  les  (luatre  lacteius — '  '    — -^    — '     sont  essentiellement  posuus. 

'  '  OD      OE      OD      OD  ' 

L'arc  a  étant  la  mesure  de  l'angle  DOE  (fig.  o6) .  et  l'angle  DAE  n'elaui  autre  chose 
que  fangle  A  du  triangle  sphérique,  on  a 

cos  DOE;=  cos  a  .  cos  DAE  =  A 
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De  plus  les  triangles  OAD  et  OAE  rectangles  en  k ,  donnent 

0\  AD        .  .    , 

—  :=  cos  AOD  ^  cos  b  .  —  =  sin  AOD  ;=  sin  o 

OA  AE        .    ,^^        . 

— =  cos  AOE  =  cos  c  —  =  sin  AOE  =  sin  c 

OE  OE  • 

les  arcs  i  et  e  étant  ici  moindres  qn'nn  qnadrans,  ces  nouvelles  expressions  de  ces  qiiatrf 
facteiH's  sont  encore  positives. 

D'après  ces  valeurs,  l'équation  (h)  devient 

cos  0=  cos  b  cos  c-|-  sin  h  sin  c  cos  A .  (cj 

Les  équations  (aj  étant  générales  par  rapport  aux  angles  DOE  et  DAE  ,  dans  les  limites 
de  0"  à  180" ,  il  s'en  suit  que  la  formule  (c)  est  générale  par  raijjjort  à  a  et  A  dans  les 
mêmes  limites. 

Nous  allons  d'abord  prouver  qu'elle  est  générale  par  rapport  à  6  et  à  c  dans  les  mêmes 
limites. 

Soit  premièrement  h  compris  entre  90°  et  1S0°  et  c  toujours  moindre  qu'un  qna- 
drans. Alors  ce  sera  le  rayon  OC  pi'olongé  en  arrière  qui  rencontrera  la  tangente  AD. 
(fig.  36). 

Les  lettres  étant  les  mêmes  qu'à  la  fig.  35 ,  le  texte  ci-dessus  s'applique  encore  à  notre 
figure  actuelle  jusqu'à  l'équation 

^       OA     OA        AD     AE 
cosDOE=--.— -  +  -—.-- cos  DAE  .  .  .   .  fh) 
OD     OE  ^  OD     OE  ■      ^  yf 

OK     OA     AD     .AE 
dans  laquelle  les  quatre  facteurs  — '  — '  p— '— -  sont  toujours  essentiellement  positifs. 

On  a  dans  la  fig.  56,  en  supposant  les  angles  et  les  arcs  exprimés  en  degrés, 

DOE =180°  —  B0C=180"  —a  ,     d'où  cos  DOE  =  —cos  a 
D.^.E=1S0''  —  A,  d'où  cos  DAE=  —  cos  A 

^OD  =  180''— AOC,=d80"  — /- 

OA 

—  =  cos  AOD  =  —  cos  h 
CD 

AD  ' 

-— =  sin  AOD  =  sin  6 

OA 

—  i^  cos  AOE  =  cos  c 
OE 

AE         . 

— — =  sin  AOE  =r  sm  c 
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Os  nouvelles  valeurs  de  ces  facteurs  sont  encore  positives.  Ainsi  h  étant  conipiis  entre 
on"  et  180°,  cos  b  est  négatif  et  par  consé<iuent  —  cos  h  est  positif, 
l/équation   (h)  devient 

_  cos  a=  (—cos  h)  X  cos  c  +  S"!  ft  sin  f  X  (—  cos  .V") 

et  en  clianf;eant  les  signes  de  tous  les  termes 

cos  n=  cos  h  cos  r  -{-  siu  A  sin  c  cos  K. 

Soient  h  et  c  compris  l'un  et  l'autre  entre  90»  et  dSO»  (fig.  57).   Les  deux  tangentes 
^D  et  .\E  sont  alors  rencontrées  par  les  prolongemens ,  en  arrière,  des  rayons  OC  et  OIS. 
On  arrive  toujours  comme  ci-dessus  à  l'cciuation. 


Mais  alors 


0.\     OV       AD     AE  ^  ,,  , 

cos  DOE= — . 1 -cosDAE  ■   ■  00 

0[)     OE^Ol)     OE 

DOE=BOC=n  comme  angles  opposés  au  sonunel 

DAE  =  A  par  la  même  raison. 

AOD  =  KS0''  —  AOr.;^  ISO»  —  fc 
AOE=1SO''  —  .\OI5==1SO"  —  c 

OA 

—  =  cos  AOD  =::  —  cos  h 
OD 

AD        . 

— =sin  AOD  =  sin  h 

OD 

OA 

—  cos  AOE  =  —  cos  c 
OE 

AE 

—  =  sin  AOE  ^  sui  r 
OE 

ces  quatre  valeurs  sont  cncori'  positives,  car  h  et  c  étant  entre  ".Ml"  et  IvSO",  cos  /* .  cos  c 
sont  iK'galifs  ,  et  par  conséquent  —  cos  b ,  —  cos  c  sont  positifs. 
Au  moyen  de  ces  valeurs  r(''qualion  (h)  devient 

cos  a  =  :  —  cos  /')  ( —  cos  c)  -\-  sin  h  sin  c  cos  A 
ou  cos  a  =  COS  &  cos  c  -|-  sin  6  sin  c  cos  A. 

Cette  formule  est  maintenant  démontrée  générale  (piant  a  a.  6.  c    A  dans  les  limites  0" 
et  '180°. 

Montrons  maintenant  que  a  et  A  peuvent  s'étendre  de  180"  à  360" .  sans  que  la  formule 
cesse  d'ètie  vraie. 

Soit  ABC  (lig.  oS)  un  triangle  dans  les  limites  admises  .  c'est-a-dire  dans  lecjuel  a  .  h  , 
c ,  A  ,  sont  compris  entre  0°  et  ISO". 

11 
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Si  l'on  achève  la  circonférence  BCMB ,  on  aura  un  triangle  dont  les  côtés  sont  AB .  AC 
,■1  BMC^SOO"— BC.  L'angle  opposé  à  BMC  est  A'=360''  — A,  les  deux  antres  angles 
lin  triangle  sont  ABM  et  ACM. 

l.e  triangle  ABC ,  (|ui  est  dans  les  limites  admises ,  donne 

cos  BC=  cos  AC  cos  AB  -j-  sin  AC  sin  AB  cos  A 

Or  les  arcs  BMC  et  BC  étant  reverses  l'un  de  l'autre,  ainsi  que  les  angles  A.  h  \'. 
on  a 

cos  BMC=  cos  BC,  et  cos  A'=:cos  A 
On  a  donc 

cos  BMC:=  cos  AC  cos  AB  +  sin  AC  sin  AB  cos  A' 

qui  est  la  formule  (c)  étendue  au  triangle  BMCA'  dans  lequel  l'angle  A' et  le  côté  opposé 
BMC  sont  compris  entre  ISO"  et  360". 

Si  l'on  retranche  de  la  surface  de  la  sphère  le  triangle  BMCA'  c|ue  nous  venons  de  con- 
sidérer, on  aura  im  triangle  dont  les  côtés  seront  les  mêmes:  mais  don!  les  angles  seroni 
A,    360"— ABM,    360°  — ACM. 

Or  si  dans  la  formule  .       . 

cos  BC=  cos  AC  cos  AB  -{-sin  AC  sin  AB  cos  A 

qui  se  rapporte  au  triangle  ABC ,  on  remplace  cos  BC  par  son  égal  cos  BMC .  on  aura 
cos  BMC=  cos  AC  cos  AB  +  sin  AC  sin  AB  cos  A 

qui  s'applique  au  triangle  que  nous  considérons  et  dans  lei[uel  l'angle  A  est  <;  ISO"  et  le 
côté  opposé  BMC  >  180°. 

Si  l'on  retranche  de  la  surface  de  la  sphère  le  triangle  ABC ,  on  aura  un  triangle  dont 
les  côtés  seront  AB.  AC.  BC  et  dont  les  angles  seront  A '==360°  — A.  360"  — B. 
360"— C. 

En  partant  toujours  de  la  formule 

cos  BC:=  cos  AC  cos  AB  -\-  sin  AC  sin  AB  cos  A 

on  remplacera  cos  A  par  son  égal  cos  A  '  et  il  viendra  • 

cos  BC  =  cos  AC  cos  AB  +  sin  AC  sin  AB  cos  A' 

applicable  au  triangle  en  question  dans  lequel  l'angle  A'  est  >  180"  et  le  côte  opposé  BC 
<180°.  ,  . 

Etendons  maintenant  la  formule  au  cas  oii  le  côté  h  est  compris  entre  180"  et  360", 
c  étant  toujours  au-dessous  de  180°. 

Soit  le  triangle  ABC  (fig.  39)  qui  est  dans  les  limites  admises  et  qui  donne 

cos  BC=  cos  AC  cos  AB  +  sin  AC  sin  AB  cos  A 

Menons  le  diamètre  COD  et  achevons  la  demi-circonférence  CBD.  Considérons  Iç  tiiangle 
dont  les  côtés  sont  AB.  BD  et  ACD.  ce  dernier  étant  plus  grand  que  180".  On  auia 
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B  C  =  J  80"  —  RD ,         cos  BC  =  —  cos  BD 
\(:D  =  .\C  + 180" ,        cos  \C=  —  cos  ACD  .         sin  \C=  —  sin  ACD 

>l('ll;mi  cil  valeur  dans  l'équation  précédente,  il  vient 

—  cos  BD=(— cos  \CD\.  cos  AB-f-(—  sin  ACD),  sin  AB  cos  K 
ou  cos  BD=cos  ACD  cos  AB-|-  sin  ACD,  sin  AB  cos.  A 

laisani        BD=a      puisque  ce  côté  est  opposé  à   A,  l'arc      ACD;=6,  et  Ali  =  c, 

il  vient 

cos  a^  cos  h  cos  c  +  sin  b  sin  c  cos  A 

([ui  s'applique  au  triangle  ABDCA ,  dont  le  côté  ACD  est  dans  les  limites  de  180"  à  .'JrtO" 
puisque  AC  est  dans  celles  de  0"  à  180",  et  que  ACD=AC  +  180°, 

Soit  le  ti-ian{;le  ABC  (fig,  00)  dans  lequel  les  cotés  Al!  cl  AC  sont  compris  entre  d" 
et   180  . 

Menons  les  diamètres  COD  et  BOF  et  nous  aiu'ons  une  tij;ure  composée  du  fuseau  AB\'CA 
et  du  tiian;;le  DA'F.  Si  l'on  assimile  cette  figure  a  un  triangle  dont  les  côtés  seraient  \C0. 
ABF  et  DG ,  la  lôrmule  s  y  ap|)liqucia  cncoi'e.  En  eitet  le  triangle  AB(^  donne 

cos  BC=  cos  AC  cos  AB-|-sin  AC  sin  AB  cos  A 
Or  on  a 

\CD  =  1 80  '  -f  AC  .  \  1;F  =  1 80'  -f  A  li 

DF^BC  comme  mesurant  les  angles  DOF,  BOC  op|)oses  au  sommet, 

donc 

cos  BC=  cos  DF  ,  cos  AC=:  —  cos  ACD  ,  cos  AB;=  —  cos  ABF 

sin  AC=  -  sin  ACD,  sin  AB=  —  sin  ABF 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente ,  il  vient 

cos  DF=  ;—  cos  ACD)  (—  cos  ABF)  +  (—  sin  ACD)  (—  sin  ABF).  cos  A 
ou  cos  DF=  cos  ACD.  cos  ABF  +  sin  ACD  sin  ABF  cos  A 

posant  DF=a.  ACD=/-,  \BF  =  f,  il  vient 

cos  a  =:  cos  h  cos  C  -\-  sin  h  sin  c  cos  A 

où  les  côtés  h  et  c  sont  tous  deux  compris  entre  180°  et  300". 

Voilà  donc  notre  formule  reconnue  vraie  pour  des  triangles,  ou  des  figures  composées 
d'un  fuseau  et  d'un  triangle,  et  dans  les  limites  de  0°    à   .'500"    pour   a.    h.    c.    \. 

Mais  m  étant  un  nombre  entier  quelconque ,  on  a 

sin  [(»iX3eO'')4-«]  =  sin  a     et     cos  [(/«xSOO")  +  r/|  =  cos  « 

Ou  peut  donc  augmenter  les  quantités  a,  h  ,  c  et  A  d'un  nombre  /»x->C)0   de  dcjjies 
sans  que  la  formule  cesse  d'être  vraie. 
On  a  donc  ce  théorème  bien  général  : 
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Eiaiit  donnés  deux,  arcs  de  grands  cercles  A.C,  AB  qui  se  coupent  en  A  sous  un  angle 
<]uelconque,  si  l'on  prend  sur  AC  et  AB,  à  partir  de  A,  deux  arcs  i  et  c  d'une  grandeur 
quelconque  et  si  Ton  joint  les  extréniiK's  de  ces  arcs  par  un  arc  de  ,;iiand  cercle  n  .  la  lor- 
rniile 

cos  a:=  cos  h  cos  (■  -f-  sin  b  sin  c  cos  A 
sera  toujoiu's  vraie. 

La  H{;urc  relative  à  celte  ibnnule  pourra  être  oa  un  triangle  sphérique,  on  un  nonibrc 
qiielcon(|ue  de  fuseaux  plus  un  triangle.  Les  fuseaux  de  lanj;  im|)air  se  recouvriront  ie^ 
MUS  les  autres  ainsi  que  les  fuseaux  de  rang  pair. 

Le  triangle  joint  aux  fuseaux  pourra  être  nul  et  la  ligure  se  réduire  à  un  ou  plusieurs 
fuseaux.  Par  exemple  si  ft=:c^=lSO",  la  figure  se  réduira  a  un  fuseau.  Comme  on  ;i 
alors  cos  /)=cos  r^ —  1   et  sin  i:;=sin  f  =  0.  la  formule  donne 

cos  a=( — ■]).  (—  1, 
OU  cos  n:=\. 

Lu  etlet  dans  ce  cas  le  côte  a  est  nui. 
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CHAPITRE  VII. 

DES    FORMULES    D'EILER. 


Îi7.  Pour  exposer  la  tliéorie  lUi  mouvement  (run  corps  amour  tl'iin  point  fixe  0.  on 
lait  passer  par  ce  |)oinl  trois  axes  reclangiihiires  ().r ,  Oy .  Oz- .  fixes  dans  l'espace,  indé- 
pendans  du  corps  mais  pénélrables,  et  trois  autres  axes  aussi  reclanf;alaires  0.r'.  Oy'.  0;  . 
iixes  dans  le  coips  et  mobiles  avec  lui. 

La  disposition  de  ces  divers  axes  est  telle  que  1  on  |)eul  [ilaeer  a  la  luis  (U  sui  >it .  Oij 
sur  Oy ,  Oz'  sur  0:. 

Le  côté  positif  des  z  est  dirigé  de  haut  en  bas  dans  le  sens  de  la  pesanteur. 

La  liji;ne  >"0N  (fijj.  61)  étant  l'interjection  des  plans  des  ry  et  des  :v'y\  on  détermine 
la  position  des  axes  mobiles  au  moyen  de  trois  angles  qui  sont  .rON  ou  y .  M)x'  ou  o  et 
l'angle  dièdre  des  plans  xy  et  x'y'.  que  l'on  désigne  par  'j. 

Les  formules  d'Euler  donnent  les  coordonnées  x.  y.  :■  en  fonctions  des  coordonnées 
■f'.  y',  ;    et  des  trois  angles  y.  y.  0. 

Comme  ces  angles  peuvent  s'étendre  indéfiniment  dans  le  sens  ]Josiiir  f\  dans  le  sens 
négatif,  nous  poserons 

■ir=»x360"  +  s.  =,— jx360"4-r.  (,=  TOX360' -f  T 

les  lettres  »,  i,  m  désignant  des  nombres  entiers.  ])Ositifs,  négatifs  ou  Z(-ro.  et  les  lettres 
s.  t.  -  des  angles  positifs  moindres  que  300". 

Par  exemijle  poiu'    y=3S0"     on  aurait     n^i     et     s=20". 

Pour     v;= — 7o0"     on  a     «= — 3     et     s=3o0".     car 

—  3x300" 4-  330°=  —  1080"  +  330"=  —  7  30". 

Si  cet  angle  —  750°  vient  a  diminuer  de  330".  il  devient  — 3x300"  et  si  à  partir  de 
celte  valeur  —3x360".  il  diminuait  d'un  ilegn^.  on  lexprimerait  par  — 4x360"4-3o!)". 

Dans  tout  ce  qui  va  suivre  immedialement.  nous  supposerons  les  angles  !/,  y.  0.  rem- 
placés par  leurs  parties  s.  r.  -. 

Les  formules  d'Euler  présentent  des  variantes  d'après  la  manière  dont  on  compte  les 
angles  y.  o,  9.  N'ous  adopterons  celle  qui  est  suivie  dans  la  mécani(]ue  de  Poisson. 

Les  axes  Ot.  Oy.  0=  étant  donnés  de  position  proposons-nous  de  fixer  la  position  des 
axes  Oz'.  Oy',  Oz'  au  moyen  de  trois  valeurs  particulières  des  angles  y.  o.  6  réduits  a 
leurs  parties  s .  v  .  -. 
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On  mènera  clans  le  j)lan  îles  xy  la  droite  ON  de  manière  que  l'angle  j-ON,  compté  en 
allant  des  x  positives  vers  les  y  négatives,  soit  égal  à  '!/. 

A|)pelons  ON'  le  prolongement  de  ON.  La  droite  NON'  sépare  le  plan  des  xy  en  deux 
parties  N'N^  et  N'Nç.  La  première  est  celle  dans  laquelle  l'angle  >!-  se  termine  en  venant 
s'appuyer  contre  ON.  Si  Ion  fait  tourner  ce  plan  ON^j,  autour  de  ON,  d'une  quantité 
marquée  par  0 ,  en  allant  vers  les  z  négatives,  de  telle  sorte  que  ONjo  prenne  la  position 
ONP,  ce  plan  ONP  sera  celui  des  x'y'. 

Dans  (.'e  plan  ONP  prenons  l'angle  NOa.''^'j;  et  NO)/'=-î -|- 90°  et  nous  aurons  ainsi 
les  axes  O.î'  et  Oy'.  Il  faut  remarquer  (|ue  le  sens  positif  de  l'angle  •!/  va  des  x'  positives 
vers  les  y'  positive's. 

Nous  supposons  qu'avant  le  mouvement  du  plan  ONjo  autour  de  ON,  l'axe  0:'  coïnci- 
dait avec  Os,  et  (|ue  cet  axe  a  suivi  le  mouvement  en  demeurant  perpendiculaire  à    ONjo. 
Si  donc  on  prend  Njo  et  NP  perpendiculaires  à  ON,  on  aura  l'angle  j!jNP;=0. 
Voilà  nos  trois  axes  Ox',  Oy',  Oz',  d('lerminés  de  position  d'après  les  angles   '^ .   y 
et  ') .  réduits  à  leurs  parties  s,  v ,  t. 

■  Pioposons-nous  le  problème  inverse,  c'est-à-dire,  qu'ayant  les  deux  systèmes  d'axes 
i-ectauguiaires  {O.c  Oy,  Oz)  ,  (0*'  Oy',  Oz',)  on  veuille  deteiminer  les  angles  !< ,  o  et  0. 
(fig.  61).  .   . 

N'ON  ('tant  toujours  l'intersection  des  plans  des  xy  et  des  x'y',  l'angle  -li  sera  l'un  des 
angles  .rON  ou  .rON  =::rON  -\-  ISO".  Il  y  a  ici  une  incertitude  et  il  faut  choisir  entre  ON 
et  ON'. 

Si  l'on  prend  ON,  on  a  ■J-=,t0N,  0=joNP,  et  }=:NOa-'.  Tandis  que  si  l'on  prend  ON', 
on  aura  !-=.rON4-lS0".  Ensuite  ce  sera  le  plan  ON'fy  qu'il  faudra  faire  tourner  autour 
de  ON',  eu  allant  toujours  vers  les  z  négatives,  d'une  quantité  maixiuée  par  360" — q'SQ 
ou  .360" — pNP,  ensorte  que  ce  plan  N'Og  prenne  la  position  N'OQ.  Enfin  dans  ce  plan 
on  prendra  l'angle  tj-^N'O.ri  =  1S0°4-NO,î-'. 

vppelims  V,  y',  0'  les  angles  relatifs  à  ON  et  >",  »",  0"  ceux  relatifs  à  ON', 
ou  aiM'a 

•i  "=.>'  +  !  80" 

<."  =  'lSO°-l-¥' 
e"=360°  — 0'. 

Quand  on  considère  le  mouvement  d'un  corps  autour  d'un  ))oiut  fixe  0  une  fois  t|u'on 
a  choisi  une  des  parties  ON  ou  ON'  on  la  conserve  jiendaut  toute  la  durée  du  mouve- 
ment. 

Nous  remarqueious  eu  passant  que  c'est  par  erreiu'  qu(,'  l'auteur  du  traité  de  mécanique 
assigne  à  l'angle  0  les  limites  0"  et  180".  Cet  angle,  comme  -^  et  y,  n'est  limité  en 
aucun  sens,  tandis  que  les  neuf  angles  a;0:r',  xOy',  a^O:'.  yOx\  yOy',yOz,,  zOx',  zOy', 
zOz'  se  comptent  seulement  de  0"  à  4-1^**"- 

("herclions  à  exprimer  ces  neuf  angles  en  fonctions  de  i ,  -y  et  0  que  nous  supposerons 
toujours  T'i'duits  à  leiu's  parties  s,  v,  t. 
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Décrivons  une  sphère  du  point  0  comme  centre  avec  l'unité  linéaire  pour  i;i\ on  [fig  62) 
et  considérons  le  triangle  spliérique  x^x'  formé  par  les  arcs  xTi .  N^r',  et  xx'  qui  mesurent 
les  anMes  jON,  NO^'  et  xOx'.  L'angle  opposé  au  côte  xx'  est  't  fruduit  a  sa  par- 
tie r)   (•}. 

Si  l'on  appliciue  a  ce  triangle  la  l'ormiile 

cos  a=  cos  h  cos  c  -\-  siu  b  sin  c  cos  A  .   .   .    .   (c) 
du  n"  2(».  il  viendra 

cos  :rj'^=COS  jN  cos  N:r'-|-  sin  rN  siu  N.r    COS  x^x'  OU 

cos  XX '^  cos  V  cos  y  +  SIM  y  siu  rj  COS  0 

que  nous  écrirons  comme  dans  le  traite  de  mécanique,  ainsi 

COS  iO^'=cos  'j  sin  y  sin  y  +cos  l  cos  y ;1) 

Car  l'arc  xx'  est  la  mesure  de  l'angle  xOx'. 

Pour  l'objet  qui  nous  occupe  nous  ne  compterons  l'angle  xOx'  que  de  0"  a  +160"  et 
les  angles  ^i,  ?>  '^  (réduits  a  leurs  parties  s,  v,  -)  que  de  0"  à  -|-360".  Or  nous  savons 
que  la  formule  (c)  est  encoie  bien  plus  générale. 

En  changeant  dans  (1).  v  en  v+^O"  et  rem|>la(;ant  l'axe  Ox'  par  Oy',  il  viendra 

cos  xOy':=  cos  0  sin  ■!/  sin  (a-f-OO")  -j"  co»  y  cos  (y-4-90°i         ou 
cos  :rOy'=cos  0  sin  y  cos  y  —  COS  y  siu  o f2) 

En  changeant  dans  [l]  l  en  y-j-OO"  et  remplaçant  Ox  par  Oy ,  il  viendra 

cos  yOx'=  cos  0  cos  y  sin  y  —  siu  -Il  COS  y 3; 

Eu  changeant  dans  (1;,  à  la  fois  y  en  y+90"  et  y  en  i  +  90°  et  remplaçant  Ox  par 
Oy',  Ox  par  Oy,  il  vient 

cos  yOy'=:COS  0  cos  !/  cos  y  -|-s''i  l'  sin  y (4). 

Considérons  maintenant  le  triangle  'Sxz'  (fig.  (53  et  64)  qui  donne 

cos  u'=cos  xOz'=  cos  xfiz'  sin  a:N  sin  N:'-|-cos  xN  cos  M:'. 

t:ette  formule,  à  cause  de  N:;'=90''  se  réduit  a 

cos  xOz'=2  cos  x\z'  sin  o^.N         ou 
cos  xOz  '=:  cos  xN-  '  sin  ^ 

L'angle  a;N3'  de  ce  triangle  est  celui  des  plans  NO^  et  NO:;'  le(|uel  a  pour  mesure 
l'arc  i;'.  {Oi  étant  un  rayon  mené  dans  le  plan  y^ox  perpendiculairement  a  ON  j 

(*)  Oii  ne  tracera  (la";  tou>  los  wHés  dus  triangles  dunt  il  va  être  ciuc-tiuii ,  pour  ne  pj^  ixmipliqui'r 
Ij  lii(ur(!. 
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,    Or  l'arc  i3'=iK2K3'=  — 90'>  +  zKz'  =  =Kz=  — 90°  +  e.  ■     -., 

I,'nrc  3K3'  a  le  même  nombre  de  degrés  que  l'angle  0  que  nous  supposons  ici  réduit  à 

sa  partie  positive  t.  ■•     

Donc  cos  snz'=cos  (—90°  +  0)=  sin  6 

Subsiiluant  cette  valeur  dans  '       ■   •       'Im  "    ■  ■   j  ■.■  i  •;  i      i:  . 

cos  a;(:»s':^cos  .tNï' sin  \}/  on  a 

cos  a'Ocr'=cos  (— 90o+6)  sin  ■}/       ou  enfin  ■     •-,  , 

cos  .iOi  '=  sin  6  sin  i (H) 

On  remarquera  (|ue  l'angle  x^z'  ou  — 90'^  4"^^  est  négatif  lorsque  6  <90"  comme 
dans  la  figure  63  et  positif  lors(jue  o;>90"  comme  dans  la  figure  64.  Dans  les  deux  cas 
la  formule  cos  3^0i'=cos  (—90° +  9)  sin  y  ,  dont  nous  avons  déduit  la  formule  (o, .  est 
vérifiée.  ;iuisque  le  cosinus  d'un  angle  nc-galil' est  le  même  que  celui  de  l'angle  ]jositif  du 
même  nombre  de  degrés.  C'est  ainsi  que  la  formule  générale 

cos  a  =  cos  A  sin  h  sin  c  -(-  cos  b  cos  c 

serait  encore  vraie  si  l'on  prenait  l'angle  A  négativement. 

Changeant  dans  la  formule  (o)  ^J/  en  '!>  +  90°  et  remplaçant  Ox  parOy.  il  vient 

cos  yOz '=  sin  0  sin  (i -\-  90°)         ou 

cos  yOz  '==  sin  0  cos  ^ •  (6) 

Le  triangle  IN:^'  (fig.  62  et  63)  donne 

cos  s:r':=cos  z^x'  sin  N;  sin  î^x'  -\-  cos  Ni  cos  N.r' 
pt  a  cause  de  N 3= 90°,       !N^'=o       il  vient 

cos  iO^':=cos  iN^' sin  o       .  . 

L'angle  zJ^x'  est  celui  des  plans  NO2  et  mx':  il  est  égal  à  90"  +9  ("). 

On  a  donc 

cos  =0:2?'^  cos  (90° 4- 9)  sin  î^       ou 

cos  sOa;'=  —  sin  0  sin  o (7)      -, 

Changeant  dans  celle-ci  <p  en  9+90°  et  remplaçant  0^;'  par  Oy',  il  vient 

cos  zOy'=  —  sin  9  sin  (?+90°)        ou 
cos  30y'=  —  sin  9  cos  «f (8) 

En  supposant  toujours  0  réduit  à  sa  partie  positive  t,  il  est  aisé  de  voir  (fig.  63)  que 
depuis  9=0"  jusqu'à  9=180°,  on  a 

sOz'=iOi'=ô 

(•)  Dans  la  fig.  64  l'angle  iNz'  est  compris  entre  270°  et  360°.  Il  est  mesuré  par  l'arc  zkz'i'. 
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L'angle  zO:'  ne  s'étend  pas  au-delà  de  ISO"  et  se  compte  de  part  ei  d'autre  de  Oï 
depuis  0»  à  +180°. 

Lors  donc  que  6  est  entre  180"  et  360"  (Hg.  64).  on  a 

Ori^i/i'^SeO"  — iKi' 
or  iKi'—:i'z':=zOz.'.     les  angles  et  les  arcs  étant  exprimés  en  degrés, 

donc  6=360"  — =0:'. 
On  a  donc ,  suivant  que  0  (.réduit  à  sa  partie  r)  est  plus  petit  ou  plus  grand  que  180°, 

zOr,'=0  ou  ;O;'  =  360''  — 0 

ainsi  dans  tous  les  cas 

cos  :0:'=C0S  f) (9) 

Rassemblons  les  neuf  formules  que  nous  venons  de  trouver  et  laisons  selon   I  usage 
cos  xOjj'^a,  cos  xOy'=h,  etc ,  nous  aurons 

cos  ;r0.r'=a=  cos  ù  sin  -i  siu  o  -|-  cos  i  cos  'y         \ 

cos  :rOy'=i;=  COS  0  sin  i  cos  y —  cos  -l  sin  y 

cos  xOz'^c=  sin  ')  sm  i 

cos  i/0.2-=a'=  cos  0  cos  -^  sin  »  —  sin  ;<  cos  y 

cos  j/Oy'=i'=  cos  0/  cos  ■!'  cos  y  +  sin  ■■}'  sin  »       \      (g-j 

cos  yOi'^c'=  sin  0  cos  ■}  I 

cos  =0^/=:  a  "=  —  sin  6  sin  «>  l 

cos  :Oy'=è"=  —  sin  6  cos  V  1 

cos  :0;'  =  c"=C0S  0 

.Si  l'on  met  les  valeurs  (B)  dans  les  formules 

x:=i-'  COS  (j:x')  -\-  (/'cos  {xyi)-^-  ='cOS  [rz') 
y=x<  COS  ((/.ï')  +  y'  cos  (yi/O  4-  :  '  cos  (y:') 

:=.r'  C0S(:.r';  +  y'c0S(:?/'j  +  3'  COS  (2s') 

on  aura  les  formules  d'Euler. 

On  obtiendra  les  formules  réciproques  en  mettant  les  mêmes  valeuis  i B)  dans 

x'^=x  cos  [x'x)  -\-  y  COS  {x'y)  -\-  z  cos  [x'z) 
y '=x  cos  iy'x)  -{-y  cos  {y'y)  +  z  cos  (y'z) 
z'z=x  COS  {z'x)  -Jf-y  cos(;'y)  -\- z  cos  {s'z) 

Nous  avons  appelé  -y,  -f',  0'  les  valeurs  de  ^î-,  v>  t"  œ'atives  à  la  partie  ON  de  l'inter- 
section des  plans  xy  et  x'y',  et  i}-",  <?'',  0'',  les  valeurs  relatives  à  la  partie  ON'. 

Or  puisque 

4,"=^/ -1-180° 
^'/=lSO°-|-ç,' 
6"=360°— 0' 
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on  a 

sin  ■i"=  —  sin  li'  cos  ■i"=  —  cos  J^' 

sin  o"=  —  sin  v'  cos  o"=  —  cos  s' 

sin  0"=  —  sin  6'  cos6"=cosÇi' 

Il  est  aisé  de  voir,  d  après  ces  dernières  relations,  que  les  valeurs  de  a.  h.  c.  a',  b  . 
c',  a",  b'\  c''  resteront  les  mêmes  soit  qu'on  prenne  les  valeurs  de  4'-  tf-  ^  relatives  à 
ON  ou  qu'on  prenne  celles  qui  sont  relatives  à  ON'. 

Dans  les  formules  (B)  nous  avons  supposé  les  angles  -^ ,  y .  6  réduits  à  leurs  parties 
positives  s.  r .  r  mais  comme 

!,=«.  3C0"  +  s,  ■^=iX390°  +  r  6=:w.  SeO^  +  T 

Il .  i ,  ni  étant  des  nombres  entiers,  positifs,  négatifs  ou  zéro,  on  a 

sins=sini  sin  (=  sin  y  sin  7=  sin  9 

cos  s=:  COS  -l  cos  rr=  cos  y  cos  7=  cos  6 

D'après  cela  on  voit  que  les  formules  (B)  sont  encore  vraies  en  supposant  à  l,  y,  0 
des  valeurs  quelconques  positives  ou  négatives. 
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28.  Ces  ilernicres  l'ornnilcs  ilonnant  x',  y',  z'  on  [onctions  de  .r,  y ,  ;.  !/.  o .  d . 
servent  à  démontrer  que  par  un  point  donné  d'un  corps  quelconque,  on  peut  toujours 
faire  passer  trois  axes  rectangulaires  O,;',  Oy',  0:  de  manière  qu'on  ait 

/  j'y'd»i  =  o      ,  /  .r'z'dm=o      .  !   y'z'dm:=o   ,  .  .  (a) 

ces  intégrales  s'flendaut  a  la  masse  eiUièie  du  corps.  Les  axes  Oy',  (Jy',  0;'  pri'uiinii 
alors  le  nom  d'a.ros  principaux. 

I,e  lecteur  auquel  cette  matièie  est  étrangère,  pourra  laisser  de  côte  ce  numéro  <iuc  Idn 
doit  considérer  comme  un  commentaire  sur  le  n"  380  du  traité  de  mécanique  de  Poisson. 

Si  l'on  met,  dans  les  é(]uations  (a),  pour  .r',  y,  ;'  leuis  valeiu's  en  i'onctions  de  .t,  y, 
r  ,  !- .  y ,  0  ,  on  olitienl  trois  é(]uations  qui  par  iliverses  transformations  prennent  les  formes 
suivantes 

Sin '2  V  /    (.^'  —  Y')  im^=2c()S  2  y    /  XY(/m  ou 

•2    /*XY  dm 

tang  2  ¥  = '- ib) 

/"(X'-Y-)  dm 

(f'n-„)  V'l+«  = 
tang  0  =  r— ...    1   , ,- — ('■) 

|y3'-%'-/■7,/+^v•'-//■'+y7,')»][/^Xl-».^'+(/•-y•»]+;?'«+/0^/■W-.7'^=o...  [d) 
dans  ces  équations  on  a  fait  pour  abréger 

X=x  cos  -^  —  y  sin  1/ 

Y=.r  cos  0  sin  }  -i-  y  cos  0  cos  1/  -  ::  sin  0 


/   x'  dm  ^=  f  1   y''  dm  =  j  /    "°  '^'"^  ^^ 

I   yzdm  ^=  f  j    ïzdm  =  y'  j   rydm^ 
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Ces  six  intégrales  s'étendent  à  la  masse  entière  du  corps  et  leurs  valeurs  dépendent ,  de 

sa  forme,  de  son  étendue  et  de  sa  position  par  rapport  aux  axes  fixes  Or ,  Oy  .  Oz. 

On  a  fait  encore 

u                                    1 
tanff  ^!/  :=  M ,  d'où  sin  i  =  — ^=rziz ,         cos  -l  =  — , 


et  il  faut  observer  que  V  l-\-u'  =  sec  .}/  et  que  le  signe  du  radical  est  par  conséquent 
déterminé  lorsque  l'angle  ■}  est  donné. 

Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  les  angles  ;- ,  ^  ■  ^  sont  censés  réduits  à  leurs  parties 
s,  V  et  T,  qui  sont  des  angles  positifs  pouvant  s'étendre  de  0°  à  360°. 

L'équation  (d)  étant  du  troisième  degré  en  u ,  donnera  pour  « ,  ou  tang  ■!/ ,  au  moins 
une  valeur  réelle  ^l'  à  laquelle  répond  un  angle  ■i=y  et  un  angle  i'-j-lSO". 

Lorsque  u'  est  positive.  V  est  compris  entre  0^  et  90°,  et  lorsque  u'  est  négative, 
V  est  compris  entre  90°  ©t  180°. 

L'auteur  dit  qu'à  cause  du  radical  V  l-\-u-,  l'équation  (c)  donnera  deux  valeurs 
de  tang  6  égales  et  de  signe  contraire,  mais  nous  venons  de  voir  que  l'angle  V  étant 
déterminé  il  n'y  a  plus  d'ambiguité  quant  au  signe  de  V l-^-n'-. 

Si  par  exemple  y  est  compris  entre  0°  et  90",  on  aura  sec  V  positive,  et  il  faudra 
prendre  le  radical  avec  le  signe  plus.  Il  en  résulte  une  seule  valeur  pour  tang  0  qui  répond 
à  un  angle  G^O'  et  à  un  angle  e'+180° 

Si  l'on  prend  i;=v'  et  0=0'  on  aura  ime  valeur  correspondante  pour  tang  2s  à 
laquelle  ré|)ondra  un  angle  2'i=2^'  et  un  angle  2v'4-lS0'',  c'est-à-dire  un  angle  o'  et 
un  angle  v'+00°. 

Voyons  ce  qui  arrive  quand  on  prend  ■!;=■!;'  et  9n=s'  -)-  1S0°. 

Il  est  facile  de  voir  que  lorsqu'on  substitue  O'-j-lSO"  à  0'  dans  Y,  cette  fonction 
change  de  signe  en  conservant  sa  valeur  numérique,  et  comme  X  ne  change  pas  puisque 
cette  fonction  est  indépendante  de  0 ,  on  voit .  par  la  formule  (b) ,  que  tang  2'^  change  de 
signe  et  répond  alors  à  un  angle  2<j>=  180°  —  2-/  ou  à  un  angle  2v  =  360'' — 2v';  c'est- 
à-dire  à  un  angle  ^=90°  —  <f'  ou  à  un  angle  180° — »'. 

On  a  donc  ce  tableau 

:  0=0'!' 'f='^' 

i'="+'^n,=i,o^-.. 

Nous  avons  dit  que  la  valeur  ii  =  u'  répondait  en  second  lieu  a  un  angle  ■!/  =  i  -(- 180° 

dont  la  sécante  est  V  l-\-u'^  égale  et  de  signe  contraire  à  celle  de  -y. 

Si  donc  on  fait  -^  =  ;>'+180°  dans  la  valeur  de  tang  0,  on  aura  tang  0  —  —  tang  0' , 
c'est-à-dire  un  angle  0  =  180°  —  6'  ou  un  angle  6  =360"  —  9'. 

Prenons  d'abord  i  =  V  + 1 80°  et  6  =  1 80°  -  9  '. 
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Lu  fonction  X  chanfjede  signe  lorsqu'on  substitue  •V+  1*^0"  a  V. 

La  fonction  Y  ne  change  pas  lorsqu'on  substitue  à  la  fois  !-'  +  l^i'^"  a  y 'et  ISd  —  O'a  6'. 

Donc  tang  -2'^  prendra  une  valeur  égale  et  de  signe  contraire  à  celle  qui  résuluiit  des 
suppositions  -^  =  V  et  9  =  9  '.  On  aura  par  conséquent  un  angle  2^  =:  1 80°  —  îy  '  et  un 
angle  2v  =  360°  —  2o'.  c'est-à-dire  un  angle  o  =  90°  —  y'  et  un  angle  ?  —  18(1''  —  -/. 

Prenons  maintenant 

.},=  V-flSO"       et       0=:360°  — 6' 

X  change  de  signe  quand  on  substitue  V  -\-  180°  à  ■/. 

Y  change  de  signe  quand  on  substitue  à  la  fois  V  -f- 1 80°  à  4-  '  et  360°  —  &  '  a  0  '. 
Donc  tang  2y  ne  change  pas  de  signe,   et  l'on  a   un  angle  2-^  =  2-/  ou  un  angle 
2  -^  =  2  V  '  4- 1 80" ,  c'est  a  dire  y  =  o  '  ou  y  =  y  +  90° . 
On  a  donc  le  tableau  suivant 

r  o  =  90"  —  '- 

^      ^-^«"°-^'UÎy'  +  90°. 

Nous  allons  passer  en  revue  les  huit  solutions  énumérées  dans  les  deux  tableaux  ci-dessus. 

1"Soit^>  =  ^y,        0  =  0'.        y  =  y'. 

Le  plan  pq  (Kg.  66)  (")  est  celui  du  xij.  L'angle  xON  =  y  '-  Prenons  dans  le  même  plan 
i\Oa  :=  y'  et  N06  ^  y'  -|-  90'\  Relevons  le  plan  NOn  au  dessus  de  celui  des  xy ,  en  le  fai- 
sant tourner  autour  de  ON  d  une  quantité  0>,  en  sorte  que  ce  plan  passe  de  la  position  ^9 
a  la  position  PQ  et  que  les  droites  Oa  et  06  piennent  les  positions  OA ,  OB ,  qui  seront  les 
axes  0*',  Oy'.  Si  l'on  suppose  de  plus  une  droite  Oc  qui  coïncide  d'abord  avec  0^  et  qui 
suit  le  mouvement  du  plan  iNOa,  en  lui  demeurant  perpendiculaire,  cette  droite  prendra 
la  position  OC  ipii  sera  l'axe  0='. 

Nous  désignerons  toujours  par  0.\  ,  OB,  OC  les  parties  positives  Ox',  Oy'.  Os'  dans  celte 
première  hypothèse  de  -^  =  -y,  0  ^  0'  et  y  =  y'. 

Les  parties  négatives  de  ces  axes  seront  désignées  par  0.\',  OB',  OC  . 

2°    Soient  |  ==  -l  ',      0  —  (ji,      y  =  y '  -f-  90°. 

En  désignant  par  Ox  ',  Oy',  0:  '  les  axes  placés  selon  cette  seconde  solution ,  on  voit  que 
Ox'  sera  sur  OB,  Oy'  sur  0.\,  et  0-'  sur  OC. 

3°.  ■\,  =  -V,      6  =  6'  -f-  180%      y  =  90°  -  y'. 

On  prendra  (Kg.  66)  NOa'  =  90°  —  y',  iNOi  '  =  INOo'  +  90°  =  180°  —  y'. 

(')   Pour  lie  par,  rompliquer  la  figure,  les  axes  Ox  et  Oy  ne  sont  pas  marqués  jusqu'à  l'origine  0. 
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Ensuite  on  fera  tourner  le  plan  ONp  autour  de  ON  en  le  relevant  d'une  quantité  G  '4- 1 80° . 
ensorte  qu'il  ira  coïncider  avec  ONQ.  Oa'  prendra  la  position  Ox'  et  Oh'  la  position  Oy  . 
On  aura  N'O^'  =  NOa'  =  90°  —  s'.  On  a  d'ailleurs  NOB  =  v'  +  'J"°-  Donc  la  somme  des 
angles  adjacens  MOB  +  ^Os':=  dSO":  ce  qui  nous  apprend  que  BOa'  est  une  ligne  droite 
et  que  0^'  coïncide  avec  OB'  prolongement  de  OB. 

On  aura  aussi  IN0y'=N0è'  =  180'  — -/,  et  comme  NO A=v',  on  a  >OA+NOy'=l80S 
ce  qui  fait  voir  que  Oy'  coïncide  avec  OA'  prolongement  de  OA. 

Enfin  il  est  facile  de  voir  que  Os'  sera  sur  OC  prolongement  de  OC, 

/i°    ■!-  =  ■}-',      0  =  ^'-f  J80°,        ..  =  180"— -/• 

Cette  solution  ne  diffère  de  la  précédente  qu'en  ce  que  o  a  été  augmenté  de  90".  Il  est 
donc  aisé  tie  voir  que  0^'  sera  sur  OA',  Oy'  sur  OB  et  Oz'  sur  OC'. 

.5°    ■i  =  V-i-180»,      fj  =  180"  — 0',      y=90"  — V'. 

(Fig.  67.)  A  cause  de  -'j  =  V  +  180"  la  droite  ON  prend  la  position  quoccupail  ON' 
dans  les  cas  précédons  :  mais  nous  la  désignerons  néanmoins  par  ON  '  afin  de  com|>arei' 
plus  facilement  toutes  les  solutions  entre  elles. 

L'angle  v  se  comptera  donc  a  partir  de  ON'  et  en  allant  vers  q. 

Prenons  donc  N  'Oa  ^  =  90»  —  v  '  et  N  'Oè  '  =  N  'Oa  '  +  90"  =  1 80»  —  y' . 

Faisons  tourner  le  plan  ON'ç  en  le  relevant  d'ime  quantité  ISO"  —  0'.  Ce  plan  ira  coïn- 
cider avec  ONP.  Oa'  prendra  la  position  Ox'  et  06   la  position  Oy'. 

On  aura  N'Oï'  =  N'Oa'  =  90"  —-.'. 

Mais  N^OB  =  180°  —  NOB  =  180"  —  (v'4-90°)  =  90°  — o',  donc  NO:!^'=NOB,  c'est-à- 
dire  que  Ox'  coïncide  avec  OB. 

On  aura  NOy'  =  NOJ'  =  (p',  mais  N0.\  =  v',  donc  Oy'  coïncide  avec  OA. 

Enfin  il  est  ais(;  de  voir  ([ue  0:'  tombe  sur  OC'. 

(;»   ■!;  =  .y  -f  180".       0  =  1 80°  —  0  ' ,      -.  =  1 80 •  —  -v'. 

On  prendra  (fig.  68)  N'Oa'  =  180"  —  v'.  Et  en  augmentant  cet  angle  de  90",  on  aura 
la  position  de  Oi'.  Puis  on  fera  tourner  le  plan  ON  'q  en  le  relevant ,  d'une  quantité  180"  —  h', 
ensorte  qu'il  ira  coïncider  avec  ONP.  En  même  temps  son  prolongement  ON;j  ira  coïncider 
avec  ONQ. 

Oa'  prendra  la  position  Ox'  et  Oh'  la  position  Oy'. 

Acause  de  NOa'=  180°  — N'0<i'  =  y',  Ox'  tombera  sur  0.\. 

On  auraN0y'  =  N0/j'=  —  NOa'-|-a'0/<'  =  — NOa'-+-90"  =  90"  —  v'. 

Or  NOB  —  y'  +  90°,  donc  NOB  +  NOy'  =  180",  donc  Oy'  est  sur  OB'.  On  voit  taciie- 
inent  que  Oz'  est  sur  OC. 

•7"  -i  :=  -i  :  _!_  1 80» .       0  =  360"  -  0  \      V  =  ■  '• 

(Fig.  69.)  On  prendra  N'Oa' == -.' et  N'06' =  N'Oa'-f  90°  =  •.' +  90».       .. 
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On  relève  le  plan  OM  V/  d'une  f|uantité  360°  —  0',  ce  i|iii  le  fini  cuincitler  avec  ON  O- 
Alors  Oa'  prendra  la  position  Ox'  et  Oh  '  la  position  Oy'. 

A  cause  de  ^'Oa.-'  =  N'0o'=  y',  on  voit  que  Ox'  tombe  sur  OA'.  De  |)lus  N"0y'=:N'0i  ' 
=  y'  -f  00",  et  comme  N'OB  =  90°  —  -/,  la  somme  des  angles  adjacens  N  Oy'  et  N'OB 
est  égale  à  iSO",  d'oii  il  suit  que  Oy'  tombe  siu'  OB'.  On  voit  facilement  que  0;'  tombe 

siu'  OC. 

S»   .{-  =  !/' 4- ISO».       0  =  360"— 0',      y=y'4-90". 

(.Fig.  70.)  On  prendra  N'Oa'  =  o'  +  OO"  et  N'06'  =  N'Oa'  +  00"  =  y'  +  150". 

En  relevant  le  plan  ON'ç  de  360"  —  0',  On'  prendra  la  position  Oa'  et  06'  la  position  oy. 

A  cause  de  N'O^' =  N'0(i'  =  y'-f  00"  et  de  N'OB^OO"  —  y',  la  somme  des  an.;;les 
adjacens  'S'Ox'  et  iN'OB  est  égale  à  180",  donc  Ox'  est  sur  OB'. 

A  cause  de  NOy'  =NOJ'=  y',  l'axe  Oy'  tombe  siu-  OA. 

Oz'  tombe  sur  OC. 

Os  huit  solutions  ne  donnent  (|u'un  seul  système  d'axes  principaux.  Car  en  désignant, 
comme  nous  l'avijns  l'ait,  par  OA,  Oli,  OC  les  côtés  positifs  de  0.r',  Oy',  0:'  dans  la  posi- 
tion donnée  par  la  première  solution,  et  par  OA'  OB',  OC  les  côtés  négatifs  des  mêmes 
axes,  on  a  vu  (jue  pour  les  sept  autres  solutions  les  axes  0^;',  Oy',  Oi' coincident  avec 
les  trois  arêtes  de  l'up  des  liuit  angles  trièdres  formés  par  OA ,  OB,  OC,  OA',  OB',  OC 
autour  du  point  0. 

Pai'  exemple  pour  la  cinquième  solution  Ox'  tombe  sur  OR,  Oy'  siu-  OA  et  0-'  sur  OC. 
Donc  pour  passer  de  la  première  solution  à  la  cinquième,  il  snfiit  de  clianger  .;'  en  y'  et 
vice  versa,  et  :;'  en  —  z.'.  Or  si  les  é(|uations 

/  .(•'  y'  dm  =  »  ,        /    ,r'  z'  dm  ^  o  ,         1   y'   z'  dm  =  o 

sont  satisfaites  par  la  première  solution,  elles  le  seront  encore  après  ces  substitutions. 
Car  la  première  reste  la  même.  En  changeant  ^'  en  y'  et  vice  versa  la  seconde  et  la 
troisième  ne  font  que  s'échanger  entre  elles  :  et  enlin  en  changeant  dans  ces  dernières 
z'  en  —  3'  tous  les  élémeus  tels  que  y'  z'dm  et  x'  z'  dm  (jui  étaient  positifs  deviennent 
négatifs  et  vice  versa ,  ensorte  que  leur  somme  algébri(|ue  demeure  nulle  comme  au- 
paravant. 

Les  axes  0^',  Oy',  Oi'dans  la  position  OA,  OB,  OC  donnée  par  la  premièn^  solution, 
«int  entre  eux  la  même  situation  relative  (]ue  les  axes  Hxes  O.;-,  Oy,  Oz.  Eu  cllél  si  l'on  l'ail 
luurner  le  plan  x'y'  autour  de  ON  poiM"  amener  OC  sur  0:,  les  axes  0.v'.  Oy'  seront  dans  le 
même  plan  que  0.;-  et  Oy  et  se  suivront  dans  le  même  oi'dre  autour  du  |)oint  0.  On  pourra 
donc  faire  tourner  le  système  Ox',  Oy'  Oz'  autour  de  Oz'  et  amener  Ox'  sur  Ox  et  Oy' 
sur  Oy. 

Cela  résulte  de  la  manière  dont  nous  avons  compté  les  angles  },  y  et  0.  On  remarciueia 
de  plus  (|ue  dans  les  huit  solutions,  la  position  relative  des  axes  Ox'.  Oy'  Oz    reste  la 
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même.  En  effet  leur  position  dans  ces  huit  cas  est  telle  qu'elle  est  représentée  dans  la  fig. 
"71  et  l'on  voit  que  l'on  peut  passer  de  l'un  à  l'autre  des  huit  cas  sans  déranger  le  système. 
Par  exemple  le  sixième  cas  peut  être  ramené  au  premier  en  faisant  tourner  le  système  de 
180°  autour  de  OA. 

Dans  l'exemple  précédent  nous  avons  supposé  les  angles  'J'',  8'  et  7'  compris  entre  0"  et 
90°  :  mais  quels  que  soient  ces  angles,  une  fois  (]u'on  aura  déterminé  les  positions  OA,  OB, 
OC  correspondantes  à  la  solution  ;>=]/',  9  =  6',  y  =  '^',  les  positions  de  Ox' .  Oy'.  Oz', 
données  par  les  sept  autres  solutions  ,  se  déduiront  de  la  première  comme  l'indiciue  la 
figure  71 .  Nous  n'en  donnerons  que  deux  exemples. 

Soit  donc  pour  second  exemple. 

ij/'  compris  entre  ISO»  et  270°. 
f'  entre  0°  et  90". 
e  '  entre  0°  et  90» 

On  prendra  (fig.  72)  l'angle  :rON  =  -y  en  sens  contraire  de  la  flèche,  l'angle  NOa  =  cf 
dans  le  sens  delà  flèche,  NO6  =  v'  +  90". 

Ensuite  on  relèvera  le  plan  ONjo  d'une  (luanlité  0'  pour  lui  faire  prendre  la  position  ONP, 
de  manière  que  Oa  et  Oh  prennent  les  positions  OA  et  OB.  L'axe  Oz'  se  transportera  en 
même  tems  en  OC. 

On  aurait  ainsi  les  positions  OA,  OB,  OC  données  par  la  première  solution. 

Supposons  actuellement  qu'on  veuille  passer  à  la  cinriuième  solution ,  savoir 

,{,:z=.y+lS0°,  6=180°— 0',   0  =  90°  — v'.  ffig.  73) 

L'angle  y  -\-  180°  étant  compté  à  partir  de  0:r  en  sens  contraiie  de  la  flèche,  sera  égal 
à  360°  +  -rON'.  Comme  il  se  termine  à  la  droite  ON'  du  côté  où  est  9,  l'angle  y  doit  se 
compter  à  partir  de  cette  droite  ON  '  dans  le  sens  de  la  flèche.  Prenons  donc  dans  ce  sens 

N'Oa'=  90°  — -y 

N Wj/=  N'Oa  4-  90°  =  180°  —  y'. 

Si  on  relève  le  plan  ON '3  d'une  (luantité  180"  —  0',  ce  plan  ira  coïncider  avec  ON 'P. 
Oa'  prendra  la  position  Oa;'  et  Ob'  la  position  Oy'.  On  aura 

N'0^'=N'Oœ'  =  90°— r/ 
or  N'OB=180"  — NOB  =  180°  -  (^'4-90°)  =  90»  -  y' 

donc  N'0:r'  =  NOB     et  Ox  tombe  sur  OB. 

D'autre  part 

my  '  =  NOi  '  =  180°  —  N  'Oi  '  =  180»  —  (180°  —  o  ')  =  ^  ' 
or        NOA  =  fJ  ,  donc  Oy'  tombe  sur  OA. 

Il  est  facile  de  voir  que  0='  tombe  sur  OC. 

L'axe  Ox'  étant  sur  OB,  Oy'  sur  OA  et  0='  sur  OC.  on  voit  que  dans  cet  exemple  la 


DES    AXES    PU1NCI1'AI\.  SiV 

ciiK^iiième  solution  se  comporte  vis-à-vis  de  la  première,  comme  dans  Texempie  précédeni. 

Vovez  %.  71 ,  6'  solution.  —  Il  en  serait  de  même  des  autres. 

Soit  pour  troisième  exemple. 

Ventre  0"  et  90°. 

6'  entre  0"  et  90". 

-/  entre  270"  et  360». 

L"angle  xO.N  'fig.  74).  compté  en  sens  contraire  de  la  flèche,  étant  égal  a  y,',  on  prendra 
dans  le  sens  de  la  flèche  l'angle  NOa  =  y'  leiinel  est  compris  entre  '270°  et  360".  Puis  .n 
augmentant  cet  angle  de  90»,  on  aura  la  position  de  Oh. 

Si  on  relève  eiisuili>  le  plan  OSp  d'une  iinantité  0'  pour  lui  f^re  prendre  la  position  ONP. 
alors  Oo  et  06  prendront  les  positions  OA  et  OH. 

L'axe  03'  viendra  en  OC. 

Ceci  sera  la  première  solution. 

Passons,  si  l'on  veut,  à  la  sixième  solution,  savoir  : 

■l,  =  .y-|-  JSO".  0  =  ISO»  —  0  ',  V  :=  ISO"  —  v'.  'Kg.  7a 

Soit  l'angle  ^ON'^-^'  -f-  ISO"  compté  en  sens  contraire  de  la  llèclie.  On  prendia.  a 
partir  de  ON  '  et  dans  le  sens  de  la  flèche  l'angle  o  =  ISO"  —  y',  c'est-a-dire  l'angle  180". 
dans  le  sens  de  la  flèche,  de  N'  en  N.  dont  on  retranchera  l'angle  v'  compté,  en  sens 
couliaire,  de  N  en  a':  ainsi  l'angle  N  Oo'^  ISO"  —  -J  sera  négatif,  car  y  >  l-'^O"  d  après 
la  première  hypothèse. 

En  pi'cnant  l'au.gle  a'Oh'  =r  "JO".  dans  le  sens  de  la  flèche,  on  aura  la  position  de  Ob'. 
Si  on  relève  maintenant  Ic'  plan  ON'ç  d'une  ([uantite  ISO" — ')",  ce  i)lan  couicidera  avec 
ONP  et  son  prolongement  ON/i  avec  ONQ. 

Oo'  et  Ob'  prendront  les  positions  Ox'.  Oy. 

L'angle  NOa' compté  en  sens  contraire  de  la  flèche,  elanl  égal  a  -. '.  Tanglc  aigu 
.N0a'=360°— ■/:  ainsi  N0x'=N0a'  =  360"  —  o'. 

Or  Mi.\  compté  dans  le  sens  de  la  flèche,  est  égala  y \  donc  l'angle  aigu  N0\^== 
360"  —  •,'. 

Les  angles  N0.r'  et  NOV  elanl  égaux,  Ox'  tombe  sur  OA. 

L'angle  aigu  ma'  étant  égal  a  SeO*»  —  - '.  on  a  NOè'=NOa'-|-90''  =  4oO<' —  •.'. 

Donc  T\Oy'  compté  de  N  vers  Q  est  égal  à  400°  —  y' 

Or  NOB'  compté  aussi  de  N  vers  Q,  est  égal  à  l'angle  aigu  NOA -[- 90"  =  3f>0'' —  y' 
-|-90"'  =  4o0°  — y'.  Donc  NOy'=NOB'.  et  Oy'  tombe  sur  OB'. 

On  voit  d'ailleurs  (jue  0:'  tombe  sur  OC. 

L'axe  0.Î-'  étant  sur  0.\.  Oy'  sur  OB'  et  0:'  sur  OC,  on  voit  que  dans  ce  troisième 
exemple  la  sixième  solution  se  comporte  vis-à-vis  de  la  première  comme  dans  le  premiei- 
exemple.  Voir  la  fig.  71  ,  6". 

Soient  OA .  OB.  OC,  (fig.  76;  la  position  des  axes  Ox',  Oy',  Oz  donnée  par  la  solu- 
tion i=i'.   -  =  0'.  G=â'.  Si  l'on  fait  tourner  le  système  OA.  OB,  OC  autour  de  OA   de 
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manière  que  OB  vienne  occuper  la  place  de  OC  et  OC  celle  de  OB.  Les  axes  OA.  OB . 
OC  dans  cette  nouvelle  position ,  (fig.  77),  composeront  encore  un  système  d'axes  princi- 
paux qui  sera  au  fond  le  même  que  le  précédent. 
Car  puisqu'on  avait  relativement  à  la  fig.  76. 

/  x'y'  dm=^o  1  x'z'  dm=:o  I  y'z'  dm^^o   ....   (dj 

On  auia  en  changeant  y'  en  ='  et  s'  en  —  y'. 

/  x'z'diii:^o  — /  x'y'  dm:^o  — /   z'y'  dm  =  o 

(Ml     /  j'z    d)ii  =  o  I  xhj'  dm  =  o  j   y'z'  dm::=o 

ces  dernières  étant  relatives  à  la  fig.  77.  L'intersection  du  |)lan  AOB  (fig.  77;  avec  celui 
des  xy  donnera  pour  -'j  une  valeur  y  '  telle  que  tang  V'  ou  u"  satisfera  encore  à  l'é- 
quation (d). 

Si  en  partant  toujours  de  fig.  76 ,  on  fait  tourner  le  système  0\.  OB,  0(]  asiiour  de  OB 
pour  amener  O.V  sur  OC  et  OC  sur  O.i',  il  faudra  pour  rendre  les  équations  (d)  af)pli- 
cables  à  ce  cas  (fig.  78),  changer  x'  en  —  z'  et  s'  en  x'.  Il  viendra 

/•  r  ^' 

—  /    z'y    dtn^o  — /    z'x    dm^^o  /'/•'■    dm-    n 

j   y'z'  dm  =  o  I   x'z    dm  =  o  •   /  x'y'  dm^^o 


ou 


L'intersection  du  plan  actuel  AOB  (fig.  78)  avec  celui  des  xy  donnera  pour  l  une  va- 
leur -y  telle  que  tang  y"  ou  »«'"  sera  encore  racine  de  l'équation  (d). 

Cette  équation  a  donc  ses  trois  racines  réelles  qui  répondent  aux  intersections  du  plan 
■cy  avec  les  trois  plans  déterminés  par  les  axes  principaux  pris  deux  à  deux. 

On  remarquera  que  les  huit  solutions  (fig.  71)  ne  donnaient  qu'une  seule  et  même  po- 
sition pour  le  plan  :r 'y'. 
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CHAPITRE   l\ 

DES  FORMULES  PRINCIPALES  DU  CALCUt,  DIFFÉRENTIEL  SOUS  LE  POINT  DE  VIE 

DES  SIGNES  +  ET  — . 


Du  s('(/»i»  lie  ia  différenlielle  première  et  tie  la  différentielle  seconde  de  l'ordonnée 

d'une  courbe. 

'29.  Soit  A  l'origine  des  coordonnées  (fig.  79  ,  80  ,  SI  .  S2) ,  et  Xx  le  côté  positif  des 
ubscisses.  Prenons  sur  cet  axe  les  points  P,  P',  P"  distans  entre  eux  d'une  même  (jnan- 
tiié  h .  on  aura 

\P  =  .r.  AP/=:r4-/^,  AP"=::r  +  2/i 

Si  l'origine  était  au  point  B  ei  (]ue  les  portions  de  courbes  que  nous  considérons  ftisseni 
du  coté  des  X  négatives,  ou  aurait 

[•,?  =  x.  liP'=.î-4-/(.  P>P"=a;-[-2A 

la  ligne  de  x  n'étant  pas  mise  en  évidence. 

Elevons  les  ordonnées  PM:=y,  P'M'=y',  P"M''=?/"  et  menons  MO,  M'O'  paral- 
lèles à  l'axe  des  r  OM'  sera  la  tlill'crence  entre  les  deux  ordonnées  consécutives  P'M'  et 
PM.  Q 'M"  sera  celle  des  ordonnées  P"M"  et  P'M'. 

En  prolongeant  la  corde  MM'  jusqu'en  N"  on  formera  les  triangles  égaux  MM  o . 
N'N'  Q',  qui  donneront  OM'=Q'N'/,  ces  deux  droites  étant  non  seulement  égales  mais  de 
même  sens. 

Si  nous  faisons  QM'=Q/N"=A      d'où      N"Q'=  — i 

et  Q'M''=A'        il  vient 

QM'=QP'M'=  — y4-y'=Jk 
Q'M"=:(yp"M"=  — y'  +  y''— A' 
N"M"=N  ''0'M"=  —  A  +  i  ' 

En  désignant  par  des  petites  lettres  de  même  nom,  les  (juantites  analo{;ues  du  côle  des 
y  négatives .  on  a  aussi 

qm'  =  qP'm'=  —  y-\-y'=S 

q'mi'  =  q'V^'m"=  —  y'  -{-y"=,V 

n    m  '  =  «  'q'm  ' '=  —  o-\-  S' 


el  |>ar  conséquent 
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Les  signes  de  y  et  de  y'  ne  sont  pas  mis  en  évidence.  En  désignant  par  y  Tordonnée 
du  point  m,  on  a  Vm=y  et  au  contraire  wP  =  3P'=  — y.  Par  exemple,  si  Vm  était 
numériquement  égal  à  5,  on  aurait  PTO=y=  — 5.  et  mP=5P'=  —  y  =  -\-'o. 

Les  lignes  QM',  Q'M",  N"M",  qm',  q'm",  n''m",  sont  positives  lorsqu'elles  son 
décrites  dans  le  sens  positif  des  y ,  savoir  de  Lias  en  liaut  dans  nos  figures ,  elles  sont  né- 
gatives dans  le  cas  contraire. 

Le  théorème  de  Taylor  donne 

y:=PM  ■  ■.  .  . 

.    dy     h  d'y      h'' 

dy    '2h    ,    d'y    kh- 

dy       h         d-y     h' 
^"•^         dx      i         dx-    d.2    ' 

dy     h         d-y    3//" 
dhi 

1N"M"=N'"0'M"=  — A-|-A'=  _i;,^+etc. 
dx- 

D'oii  il  suit  que  si  on  prend  h:=dx,  la  valeur  de  QM'  ou  A  approchera  de  plus  en  plus 
de  la  différentielle  première  dy,  celle  de  N"M".  de  la  différentielle  seconde  d-y  à  me- 
sure que  l'on  prendra  dx  plus  petit.  (Lacroix,  Calcul  différentiel,  in-S",  n"  60).  Le  signe 
de  QM  '  sera  alors  celui  de  la  différentielle  dy,  et  le  signe  de  N  "M''  sera  celui  de  la  dil- 
férentielle  seconde  d-y.  11  en  est  de  même  des  signes  de  ?>«'  etm'm":  car  tout  ce  que 
nous  venons  de  dire  par  rapporta  M,  M',  M",  sapplique  à  m,  m',  m''  du  côté  des 
ordonnées  négatives.  11  suffit  de  substituer  dans  ce  ([ui  |)récède  les  petites  lettres  aii\ 
grandes. 

Or  QM'  est  positive  lorsque  cette  droite  est  décrite  de  Q  en  M'  dans  le  sens  positif  des 
y,  de  bas  en  haut.  H  en  est  de  même  de  qm',  N"M",  n"m".  On  peut  donc  énoncer 
celle  règle.  En  désignant  par  M'  le  point  consécutif  à  M  et  par  m'  le  point  consécutif 
à  VI ,  la  différentielle  dy  est  positive  si  la  projection  sur  Vaxe  des  y  du  point  qui 
décrit  l'axe  MM'  (ou  mm  9  inarche  dans  le  sens  positif  des  y.  Elle  est  négatirc  dans 
le   cas  contraire. 

Quant  au  signe  de  N"M"  (ou  n"m''}  c'est-a-dire  de  la  différentielle  seconde .  on  voit 
par  nos  figures  que  la  différentielle  seconde  est  positive  lorsque  la  courbe  tourne  su 
concavité  du  côté  positif  des  y  (comme  dans  les  branches  marquées  d'une  astérisque^ . 
et  qu'elle  est   négative  dans  le  cas  contraire. 
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6i  pour  un  même  point  M  d'une  coui'be  (Gg.  83  et  S4)  l'accroissement  de  l'abscisse, 
au  lieu  d'être  positif,  était  négatif,  la  différentielle  première  dy  changerait  de  signe  mais 
non  la  différentielle  seconde  d'y. 

En  effet,  on  voit  d'abord  cjue  QM'  change  de  signe,  donc  dy  en  change  aussi. 

Si  nous  représentons  toujours  QM'  par  A  et  Q'M''  par  a',  on  a  dans  l'un  et  l'autre  cas 

(en  remarquant  que  Q'N"=QM'): 

N"M"=N"C!  M"=  —  A  4-  A'. 

Lorsque  l'accroissement  h  change  de  signe,  les  quantités  A  et  A'  changent  à  la  fois  de 
signe  et  malgré  cela  la  quantité  —  A  +  a'  n'en  change  pas:  parce  que  celle  des  deux  (luan- 
tités  A  et  A'  qiii  était  la  plus  petite  ,  quant  à  sa  valeur  absolue,  devient  la  plus  grande. 

L'algèbre  conduit  aux  mêmes  conclusions  car  on  a  dy:=pdx  et  d-y=qdx-,  p  elij  étaiu 
les  fonctions  primo  et  seconde;  or  on  voit  par  ces  valeurs  que  dy  change  de  signe  avec  dx 
mais  non  d-y. 

Du  contact  des  courhea. 

50.  Notre  méthode  d'additionner  et  soustraire  les  lignes,  jette  du  jour  sur  la  ilieoric 
du  contact  des  courbes.  On  s'en  convaincra  par  ce  qui  suit. 

Nous  entrerons  en  matière  avec  le  texte  même  de  Lacroix ,  Calcul  diférentiel .  in-'i", 
tome  I,  page  436. 

■>  Quoiqu'on  ne  pcisse  mener  aucune  droite  entre  une  courbe  et  sa  tangente ,  on  y  [wiii 

■■  néanmoins  foire  passer  une  infinité  de  lignes  courbes  différentes,  (|ui  toucheront  toutes 

"  la  courbe  proposée  et  seront  touchées  par  sa  tangente.  La  série  de  Taylor,  en  l'arrêtant 

»  successivement  à  chacun  de  ses  termes,  fournit  elle-même  ime  infinitt'  de  courbes  qui 

•'  jouissent  de  cette  propriété. 

"  En  effet  si  dans  la  série 

k=Vh  4-  Qlr  -\-  ï\h'  -f  S/i^  +  etc. 

(qui  exprime  l'accroissement  de  l'ordonnée  correspondant  à  l'accroissement  h  de  l'abscisse). 

"  on  fait  successivement 

/:'  =  ?h 

fc"=p/i_|-0/i- 

J'"=P7^-f  n/i-4-R/i' 

etc.     etc. 
K'  sera  l'ordonnée  de  la  tangente  prise  par  rapport  à  l'axe  MB'  (tig.  .Sa)  la  nouvelle 
origine  étant  en  M  :  K"  sera  l'ordonnée  d'une  paralx)le  passant  aussi  par  le  point  M  et 
déterminée  par  les  valeurs  (jue  prennent  P  et  o  pour  ce  point:  K'"  sera  encore  l'oi- 
donnée  d'ime  courbe  parabolique  de  l'ordre  supérieur  à  celui  de  la  précédente  et  ainsi 
'  de  suite.   Toutes  ces  courbes  auront  la  même  tangente  (juc  la   propost'c,   puisque 
rf^__  dk  __  dki  _  rf^_  dk'i' 
dx        dh        dk  dk  dk 
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l'our  lixer  les  idées  nous  supposerons  les  quantités  P,  Q,  R,  S  toutes  positives  pour 
l<^s  valeurs  de  ^  et  de  y  qui  répondent  au  point  M. 

P  étant  positif  il  s'en  suit  que  la  partie  de  la  tangente  située  du  côté  des  y  positives  (ait 
avec  le  côté  positif  des  s  un  angle  aigu. 

Q  étant  positif ,  la  concavité  de  la  courbe  est  tournée  en  liant. 

Cherchons  la  disposition  des  courbes 

/■"=P/i+Q/r 

■f  '=P/i  +  Q/t-  +  R/i' 
dans  le  voisinage  du  point  M. 

Nous  supposerons  h  assez  petit  pour  qu'un  terme  quelconque  de  la  série  (|ui  exprime  K 
soit  plus  grand  que  la  somme  de  tous  les  termes  qui  suivent. 

Soient  donc 

k  —  Qî^-=H  -f  Oh-  +  R/i.'  -(-  S/t*  +  etc. 

A-'"  =  QN"'=P/(  +  0/r-f  Rfe'. 
On  aura 

N'N=N'QN=  —  k'  +  k=qir  +  R/^'  +  .SA'  +  etc. 

1 1  I  >  • 

Q  étant  positif,  N'N  l'est  aussi  c'est-à-dire  (jue  N  est  au-dessus  de  M'- 
1V"N=N ''ON  =  —  A"  -I-  /■  =  R/i'  4-  S/i^  -{-  etc. 

R  étant  positif,  N"N  l'est  aussi ,  et  N  est  au-dessus  de  N". 

N'^'N=N"liN=  —  fe/"  -f  X-=S/t  *+  etc. 

S  étant  positive ,  N'"«  l'est,  et  N  est  au-dessus  de  N"  . 

N"N"'=N''QN"'=  — /•"  +  /t"'=Rfe' 

R  étant  positive,  le  point  N'"  est  au-dessus  de  N". 

N/'N '=!\''QN '=  —  /;•"-!- ^'=  —  Q/t'. 

Q  étant  positif,  N'  N'  est  négative  et  N'  est  au-dessous  de  N^'. 
.\vani  le  point  de  conlact  on  a 

qn=  —  P/(  4-  0^.'  —  M'  4-  S/i  '  —  etc. 

qn'^ —  P/i  ,  d'oil  Hlq^=¥h 

qn'—  —  ?h  -f  qh':         it"qz=Vh  —  Qh' 

ri'!i::=n'qn^qh-  —  R/i' _j_  SA^  —  etc. 

Q  positive  donne  n'n  positive,  c'est-à-dire  n  au-dessus  de  «'. 
n"ri=:n  "qn=  —  ïyh'  +  SA^  —  etc. 
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R  étant  positive,  «"»  est  négative,  donc  n  au-dessous  de  n''. 
t)'''ii=n'"qu=^S'!'  —  (.'le. 

S  t'Iaiu  [losilive ,  ui''ii  l'est  aussi ,  et  «  est  aii-iiessiis  de  «''. 

Oh  voit  par  là  qu'en  supposant  P,  O-  fi ,  S  lùtUes  positives  relalivenieiil  au  punit  M, 
les  courbes  «MX,  n'MY'',  n'"MY'''  sont  disposées  autour  de  ce  point  euiiiiiic  diins  la 
ligure  >So. 

Quels  (jue  soient  les  signes  de  0  et  K  on  voit  (pie  la  valeur  de  N"iN  est  nuniiriipii'iiiciit 
beaucoup  plus  petite  que  celle  de  IN'iN,  à  cause  que  h  est  Ifès-petit.  Cela  lait  v(;ir  (jne  la 
courbe  MY''  a,  avec  la  proposée,  un  contact  [)liis  intime  «pie  MY'.  De  niénu'  la  eduilic 
MY'"  en  a  ini  plus  intime  (pie  MY". 

Reiiiai'i pions  que 

N'N  est  de  même  signe  que  n'n 

N"N  de  signe  contraire  à  n"n 

1N"'N  de  même  signe  que  «  ''« , 
et  ainsi  de  suite  en  alternant. 

On  conclut  de  là  que  les  courbes  osculaliiees  d'ordre  impair,  à  coinnieiicer  par  la  laii- 
;;ente,  touchent  simplement  la  courbe  proposée,  soit  (pi'elles  l'embrassent  on  (ju'elli's 
en  soient  embrassées,  tandis  cpie  les  courbes  osculatrices  d'ordre  pair  toiiclKMit  et  cdiipen.' 
la  ])roposée. 

En  comparant  les  valeurs 

N"N  =  N"nN^K/('-f  SA'  +  etc. 
H  ''n^H"qii  —  —  TJt'  -\-Sh''  —  elc 

On  voit  (pie  pour  11  positive  on  a  la  disposition  tig.  80,  tandis  «pie  |)0ur  lî  nejjalive  (m 
a  celle  de  lig.  S7.  Dans  les  deux  cas  la  courbe  MY''  touche  et  coupe  la  proposé'»-  MX. 

JJu  siyne  de  la  sous-tanijcnte  et  de  la  soas-nurinale. 
51 .  L'é(|uation  de  la  tangente  au  point  (x'.  y')  est ,  comme  ou  sait , 

,j  —  y'  =  j^    (x  —  x'J 

A  étant  l'origine  des  coordonnées  et  T  le  point  où  la  tangente  rencontre  Taxe  des  .c 
(fig.  88),  on  voit  que  .VT  est  la  valeur  de  x  correspondante  a  y=o  On  a  donc 


d.ir 

dxi 
M^x-'  —  y'-- 


d'oii 
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On  nomme  sous-tangente  la  distance  PT  du  pied  de  l'ordonnée  au  point  T.  Or  un  a 

PT  =  PAT 

Mais  PA=  —  x'     puisque    AP=a;',     donc 

da:l  dx' 

PT=PAT  =  -.'  +  .'-,';^  =  -y^.,p 

Lacroix ,  dans  son  Calcul  differeritiel ,  donne  y'  —  comme  l'expression  de  la  sous- 
tangente,  mais  cette  expression  appartient  à  TP  et  non  à  PT.  Or  il  est  plus  naturel  de 
compter  la  sous-tangente  à  partir  du  point  P  qui  est  un  point  donné,  et  si  l'on  considère  la 
distance  PT  comme  positive  ou  négative  selon  qu'elle  est  décrite  de  P  en  T  drms  le  sens 
positif  ou  dans  le  sens  négatif  des  abscisses ,  on  doit  poser 

dx' 

Si  nous  supposons  dx'  positive,  cette  formule  donne  PT  positive  lorsque  y'  et  dy' 
sont  de  signe  contraire,  et  PT  négative  lorsque  ces  quantités  sont  de  même  signe.  Ce  ré- 
sultat est  conforme  aux  faits,  comme  le  montre  la  fig.  bî». 
Pour  le  point  M,  an  n  y  positive,  dy  positive,  PT  négative. 
M'      "     1/ négative,  (^2/ négative,  PT  négative. 
»  M"     "     y  positive,  f/y  négative,  PT  positive. 

.)  M'"  "     y  négative,  fZy  positive,  PT  positive. 

L'équation  de  la  noTmale  au  point  (x',  y')  est 

La  distance  AR  (fig.  89)  de  l'origine  au  point  oii  elle  rencontre  l'axe  des  .r ,  n'est  autre 
cliose  que  la  valeur  de  x  correspondante  h  y=o.   On  a  donc 

dx' 
—  y'  =  —  -— -  (AR  —  x)  ,     d'oii 

"y 

dy' 

La  sotis-normale  PR  est  donnée  [tar  la  formule 

PR  =  PAR  =  — .T'+a-'  +  v'^^v'  — 

^  ^    dx'       ■'    dx' 

En  supposant  dx'  toujours  positive  on  voit  que  PR  est  [wsitive  ou  négative  selon  que 
y'  et  dyi  sont  de  même  signe  ou  de  signe  contraire,  ce  qui  est  conforme  à  la  figure. 
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Cette  formule  suppose  ([ue  PR  est  comptée  de  P  en  R  a  [lartir  du  pied  de  1  ordonnée. 
Il  doit  en  être  de  même  de  la  sous-tangente,  par  consciiuent  si  l'on  adopte  la  loimule 

Ph  =:  «  '  — —      nom'  la  sous-nuimale,  il  faut  adopter  la  toimiilr 
■'    âi       ^ 

PT;=  —  V'  —   "DU''  la  sous-langeiiie. 

rly     • 


Du  aiijne  du  rayon  d<>  courhnic  ol  de  la  normale. 

5!2.  I.e  rayon  de  courbm'e  ne  change  pas  de  signe  aussi  long-temps  qu'il  denieiiif  d'un 
même  côté  de  la  courbe  supposée  décrite  d  un  mouvement  continu.  Il  change  de  sijfne 
lorsqu'il  liasse  d"un  côté  de  la  courbe  à  l'autre,  comme  cela  a  lieu  à  un  point  d'inflexion. 
S'il  est  positif  avant  1  inflexion,  il  croîtra  positivement  à  mesure  qu'on  approchera  de  ce 
point .  jusiiua  ce  qu'il  atteigne  la  valeur  +  ^  ;  alors  il  saute  brusquement  a  la  valeur 
—  X  ,  cl  ses  valeurs  devenues  négatives  vont  ensuite  en  diminuant  (juani  a  leius  valeurs 
absolues. 

En  désignant  le  ravou  de  courbure  par  7 .  on  a  la  foinuiie 

dx  d'y 

qui  suppose  que  x  est  la  variable  indépendante. 

L'une  des  deux  valeurs  de  7  étant  superflue,  nous  prendrons  selon  1  usage  le  signe  inle- 
rieur  et  nous  adopterons  la  formule 

[dx'  +  dy^)'- 

'  dx  d'y 

dans  laquelle  nous  supposerons  le  numérateur  {dx'  -{-dfyi  essentiellement  |iositii. 
Pour  l'ellipse  rai)portée  a  son  centre  et  à  ses  axes ,  dont  l'équation  est 

a5y*-[-6V:=o'A',    on  trouve 

{a*y--\-h''x-yi 

Si  liin  suppose  ([ue  l'ellipse  soit  décrite  dans  le  sens  BCDE  (tig.  90)  marque  pai  la 

flèche,  le  rayon  de  courbure  sera  toujours  du  côté  gauche  de  la  flèche  et  aura  par  conse- 

<}uent  le  même  signe  sur  toute  la  courbe. 

C'est  ce  que  donne  la  formule 

3 

\dx'-\-dy^\  - 


''  dx  d'y 


(>2  DES  FORMULES  PlUNCIPALES  DU  CALCUL    IIIFFÉHEXTIEL  ,   ETC. 

car  dans  la  partie  BCD  la  concavité  étant  tournée  en  haut ,  on  a  d'y  positive  (ii"  29) ,  et 
comme  la  courbe  est  décrite  dans  le  sens  BCD  ou  a  dx  positive ,  donc  7  est  négatif. 

Dans  la  partie  BED  décrite  de  D  en  B ,  on  a  dx  négative,  et  la  concavité  étant  tournée 
en  bas  on  a  d'ij  négative.  Le  dénominateur  dxd'y  est  doue  encore  positif ,  et  7  est  encore 
négative. 

Si  la  courbe  était  décrite  dans  le  sens  BEDC  la  formule  donnerait  7  positive  pour  tous 
les  points  de  la  courbe:  car  dans  la  partie  BED  on  aurait  dx  positive  et  d'y  négative,  et 
dans  la  iiarlie  DCB  on  aurait  dx  négative  et  iT'y  positive.  Le  dénominateur  serait  donc 
toujours  négatif ,  et  par  conséi  juent  7  toujours  positive. 

On  voit  par  ce  qui  précède  qu'il  faut  avoir  égard  au  signe  de  dx  lorsqu'on  veut  que  la 
courbe  soit  diVi-ite  d'un  mouvement  continu;  car  si  on  supiiosait  dx  constamment  positive 
il  faudrait  décrire  la  brandie  supt'rieure  dans  le  sens  BED,  et  la  brandie  inférieure  dans 
le  sens  BCD.  La  formule  donnerait  7  positive  dans  la  première  et  négative  dans  la  seconde, 
ce  qui  serait  contraire  à  la  loi  de  continuité.  Au  point  B,  considéré  comme  origine  de  l'arc 
BE,  7  serait  positive,  tandis  que  pour  le  même  point  considéré  comme  origine  de  l'arc  BC, 
7  serait  négative.  Or  le  rayon  de  courbure  ne  doit  avoir  au  point  B  qu'une  seule  et  même 
valeur. 

Lorsque  l'hyperbole  (fig.  9t)  est  décrite  par  le  rayon  vecteur  mené  du  foyer  F  comme 
])ôle,  d  abord  de  C  en  T'  puis  de  S  en  S'  et  enfin  de  T  en  C,  ainsi  que  nous  l'expli- 
querons au  n"  33,  la  formule  donnera  7  positive  de  C  en  T'  parce  que ,  dans  celle  por- 
tion de  couibe  ,  dx  est  négative  et  d'y  positive.  Le  signe  de  7  restera  le  même  sur  toute 
l'étendue  de  cette  dcmi-branclie ,  jiis(iu'à  l'inlini ,  oii  cette  branche  se  confond  avec 
l'asymptote  gS.h.  Alors  le  rayon  de  courbure  est  perpendiculaire  à  kh  et  égal  à  -f-  «  ■ 
C'est  ce  ((n'indique  la  formule  puisque  la  courbe  devenant  droite  on  a  <^?°2/=  "• 

Lorsqu'on  passe  aux  points  situés  à  une  distance  infinie  sur  la  branche  SB  ,  le  rayon  de 
courbure,  toujours  perpendiculaire  à  kg ,  mais  de  l'autre  côté  de  celte  asymptote ,  a  pour 
valeur  —  -c  el  sa  valeur  absolue  va  en  diminuant  à  mesure  qu'on  s'avance  sur  cette 
liranclie  dans  le  sens  SB  jusqu'au  point  B  oii  elle  recommence  à  croître  jusqu'à  l'infini. 
Sur  toute  la  branche  SBS',  7  est  négative,  car  dans  la  partie  SB  on  a  dx  négative  et  d'y 
négative ,  et  dans  la  partie  BS',  on  a  dx  positive  et  d-y  positive. 

En  passant  de  la  branche  BS  '  à  la  branche  TC ,  le  rayon  vecteur  passe  de  la  -valeur 
—  x>  h  la  valeur  -|- »  et  demeure  positif  sur  toute  l'étendue  deTC.  puisque  d,v  y  est 
positive  et  d'y  négative. 

De  cette  manière  le  rayon  de  courbure  ne  change  |jas  de  signe  tant  qu'on  reste  sur  une 
même  branche  SBS'  ou  TCT'. 

On  peut  remarquer  que  la  description  précédente  de  l'hyperbole  suppose  un  mouvement 
continu:  car  à  mesure  que  l'on  passe  de  la  branche  (^T'  a  la  branche  SB,  le  point  décri- 
vant ne  cesse  pas  de  se  mouvoir  sur  l'asymptote  ç/h  dans  le  sens  gh.  De  même  en  pas- 
sant de  la  branche  BS'  à  la  branche  TC  le  point  di'crivant  se  meut  toujours  sur  l'asymp- 
tote g 'h'  <lans  le  sens  g 'h'. 
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Quoique  les  extrémitcs  des  brandies  CT  '  et  BS  soient  infiniment  éloignées  l'une  -ie 
l'autre,  on  peut  dire,  en  quelque  sorte,  qu'en  passant  de  CT'  à  SB  on  rencontre  une 
inflexion.  H  en  est  de  même  (juand  on  passe  de  BS'  à  TC.  Ce  point  de  vue  l'ait  encore 
l'essortir  la  convenance  de  la  (lescri|)lion  de  l'hyperbole  introduite  par  M.  Kefébure  fie 
Fourcy. 

Dans  un  |ioint  M  de  rebroussement  de  la  première  espèce  \i\i^;.  1)2).  les  rayons  de 
courbarc  des  deux  Itranclies  sont  directement  opposés;  ils  doivent  donc  être  île  sij;ne  con- 
traire. Pour  que  la  formule  s'appliiine  ici.  il  est  nécessaire  de  supposer  les  branches 
d<!crites  dans  les  sens  DM  et  EM ,  en  allant  dans  chacune  vers  le  point  de  rebroussement. 
ou  de  les  supposer  toutes  deux  décrites  dans  le  sens  contraire,  c'est-a-tlire  d.:-  M  en  D 
et  de  M  en  E  . 

En  adoptant  la  première  supposition,  on  a,  dans  noire  ligure,  dx  positive  nom-  les  ileux 
bi'anclies,  et  comme  d'i/  est  né{;ative  poui'  DM  e!  ijositive  poin-  EM  .  la  formule  donnera  -, 
positive  pour  DM  et  négative  pour  FM. 

Si  1(!  rebroussement  est  de  la  seconde  espèce  (lij;.  'J.'i) ,  il  ftuit  avoir  la  même  précaution 
et  prendre  dx  positive  pour  les  deux  branches,  ou  négative  poiu' les  deux.  Prenons  dr 
positive,  c'est-à-dire,  supjiosons  les  branches  décrites  dans  les  sens  DM  et  EM.  C.onune 
d-y  est  négative  pour  les  deux  branches,  on  aura  •/  positive  sur  l'une  et  sur  l'anire.  Ce 
resuliat  est  conforme  à  la  ligure;,  puisque,  au  point  M  ,  les  rayons  de  coinbnre  des  deux 
branches  sont  placés  l'un  sur  l'autre  et  dirigés  dans  le  même  sens. 

Exau'.inons  la  formule  (|ui  donne  la  uormalr.  (in  entend  ici  par  normale,  dans  un  sens 
restreint,  la  partie  de  cette  droite  comprise  entre  la  courbe  et  r;ixe  des  abscisses.  En  la 
désignant  par  M  on  a  .  comme  on  sait .  la  formule 


(ne  des  deux  valeurs  est  snpeittue  et  nous  allons  voir  que  si  bon  adopte,  comme  d'or- 
dinaire, le  signe  intérieur  |)otn'  le  ravon  de  courlnire  il  faut  ailopler  le  si.gne  supérieur 
pour  la  normale.  De  celte  manière  les  deux  formules 


^dx'-\-dif)-  ^  ^   y  \  d.r'  -j-  dif 


d.v  d  ■'  y  d.v 

ilonneronl  pour  7  et  N  des  valeurs  de  même  signe  pom-  les  p'oiiils  oii  h;  rayon  de  conr- 
bure  et  la  normale  coïncident .  et  des  valeurs  de  signe  contraire  poiu-  les  points  on  ces 
lignes  sont  directement  opposées. 

C  est  ce  (jue  fait  voir  la  lig.  94.  En  supposant  la  courbe  décrite  dans  le  sens  CDE.  c'est- 
à-dire  en  faisant  d.v  négative  pour  la  branche  CO  et  positive  pour  DE.  on  aura  depuis  C 
jusqu'au  |ioint  d  inflexion  K  ; 
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dr  nég.,  (Py  nég.  et  par  consiM[uenl  y  nëg.)Dans  cette  partie  de  la  courbe,  7  et  N 
dx  nég.,  y  nég.  et  par  conséquent  N  posit.  (     sont  en  ell'et  directement  opposées. 

depuis  K  jus(iu'à  D  on  a 

dx  nég.,  d^y  pos.,  7  pos.   ^   ^      ^  „     -    .,        , 

.       '  >  En  efiet  7  et  N  coïncident  dans  cette  partie. 

dx  neg.,    y    neg.,  N  pos  j  ' 

de  D  en  I  on  a 

dx  nos.,  d^y  nég.,  7  pos.    I  ,      .    .  , 

,     '  '      b  '  /  t-        /  ..  et  N  coïncident. 

dx  pos.,     y    pos.,  N  pos.    ; 


de  I  en   E. 


dx  pos.,  d'^y  pos..  7  nég 


V  né^.  "\ 

*^'    >7  et  N  sont  dirc^'lement  op(>osées. 
N  pos    J  ^' 


dx  pos..     y     pos.,  N  poi 

Les  formules  qui  donnent  7  et  !N  ont  une  application  intéressante  dans  le  problème 
suivant  : 

Lacroix.  Calcul  différentiel ,  tome  II,  p.  458; 

«  Trouver  V équation  des  courbes  datis  lesquelles  le  rayon  de  courbure  est  égal  à 
»  la  normale. 

"  11  faut  distinguer  si  c'est  dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraire:  car  ces  deu\  cir- 
>'  constances  se  rapportent  à  des  courbes  bien  tlitlérentes  et  ne  dépendent  cependant  que 
>>  du  signe  attaché  à  l'expression  du  rayon  de  courbure. 

••  Dans  le  premier  cas  l'équation  du  problème  étant 

3 


yV  dx--\-dy^  (dx'^  4- dv'Y-  ,   .    , 

^  ^  ■>  '     ^  serédmta 


dx  dx  d'y 

y  d'y  -[-  dy'  -\-  dx''=:o 

"  dont  les  intégrales  première  et  seconile  sont 

ydy  -\-  xdx=Cdx ,  y'  -{-  .t' ^=Cx  -\-  C' 

»  ainsi  la  courbe  chercliée  est  un  cercle ,  ayant  son  centre  sur  l'axe  des  s ,  ce  qui  satis- 
»  fait  évidemment  à  la  (luestion. 

»  Lorsque  le  rayon  de  courbure  doit  tomber-  dans  une  direction  opposée  à  celle  de  la 
"  normale ,  l'équation  ù  intégrer  est 


y  Vdx--\-  dy-  (dx-  -\-  dx")^ 

dx  dx  d-y 

dont  l'intégrale  est  léijuation  de  la  courbe  représentée  fig.  95. 
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Des  coordonnées  polaires. 

55.  La  position  d'un  point  sur  un  plan  est  'lonnée  lorsqu'on  connaît  :  1'=  la  valeur  de 
l'arc  directeur  de  l'axe  des  r  qui  passe  par  ce  point:  2"  la  valeur  du  rayon  vecteur  mené, 
sur  cet  axe.  de  l'origine  au  point  donné.  Par  cette  valeur  nous  entendons  non-seulement  la 
longueur  de  ce  ravon .  mais  encore  son  signe  qui  fera  connaître  s'il  se  trouve  sur  le  côté 
positif  ou  sur  le  côté  négatif  de  l'axe  toiu'nant. 

Les  arcs  directeurs  et  les  rayons  vecteurs,  (jue  nous  désignerons  par  les  variables  w  et  r. 
constituent  un  système  de  coordonnées  auquel  on  a  donné  le  nom  de  coordonnées  polaires. 
Elles  peuvent  être  positives  ou  négatives. 

Pour  donner  un  exemple  très-simple  de  leiu-  usage ,  prenons  la  courbe  pour  laquelle  le 
rayon  vecteur  est  toujours  égal  au  quart  de  l'arc  directeur  qui  serait  décrit  d'un  rayon 
égal  à  l'unité. 

L'arc  directeur  peut  être  exprime  soit  en  degrés,  soit  en  parties  du  rayon.  11  sullit  qu  on 
s'entende  à  cet  égard.  En  le  supposant  exprime  en  degrés  ou  aura 

r  :=  3  77.  -—- -  fiour  ré(]uation  de  la  courbe.   Fig.  90.  i 

.Si  l'on  prend  les  valeurs  de  -•>  depuis  0"  a  +  x  .  on  aura  la  brandie  OMN  dans 
laquelle  les  rayons  vecteurs  sont  positifs.  En  i)renant,  au  contraire,  '^  depuis  0"  a  —  x  . 
on  aura  la  branche  Omn  dans  laquelle  les  rayons  vecteurs  sont  négatifs. 

Par  exemple,  l'arc  négatif  .\/tB  étant  exprimé  en  degrés;  si  l'on  met  ce  nombre  de 
degrés  négatifs  pour  ■■>  dans  Téquaiion  ci-dessus ,  on  trouvera  pour  r  une  valeur  négative 
ifui  sera  représentée  par  la  droite  Om  prise  sin-  le  côté  négatif  de  l'axe  tournant  OB  cor- 
respondant a  l'axe  directeur  \h?>. 

Si  l'on  avait  l'équation 

r  =  —  i  TT.  — —  '  on  lu  représenten^il  commo  dans  la  tig.  *.*'/• 

•^         loi' 

En  prenant  -..  de  0°  a  -f  ;r  ,  on  a  la  branche  Omn  dans  laquelle  les  rayons  vecteurs 
négatifs  correspondent  aux  arcs  directeurs  positifs. 

En  prenant  ■..  de  0"  n  —  y.  .  on  a  la  branche  OMN  dans  laquelle  les  rayons  vecieius 
positifs  correspondent  aux  arcs  directeurs  négatifs. 

Par  exemple  à  l'arc  directeur  positif  ViB  coiiespond  le  rayon  vecteur  négatif  Om.  et  a 
l'arc  directeur  négatif  Xhr,'  correspond  le  rayon  vecteur  positif  OM. 

U  ne  faut  pas  oublier  (]ue  le  côté  positif  de  l'axe  tournant  des  '■  correspondant  à  im  arc 
directeur  donné,  positif  ou  négatif,  est  la  droite  menée  du  pôle  0  à  l'extrémité  de  cet  arc. 

Lorsqu'on  exprime  l'arc  directeur  w  en  parties  du  rayon  pris  pour  unité  .  les  équations 
ci-dessus  s'écrivent  plus  simplement  comme  suit  : 

17 
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I  I 

?■  =  4  '.1  ,  T ■  4  o>. 

Soit  encore  l'équatioa 

w  étant  exprimé  en  parties  du  rayon.  • 

Pour  «=0  on  a  r^a^OB  (fig.  98),  et  poni'  ■■>  =  —  =  K\C  on  a  t^=o. 

L'arc  «  continuant  à  croîiie ,  t  devient  négatif  et  fournit  la  brandie  Ol/i . 

C'est  M.  Lefébure  de  Fourcy  qui  a  fait  voir  la  nécessité  de  n'assigner  en  général  aucune 
limite  aux  arcs  directeurs  et  aux  rayons  vecteurs. 

Nous  rappellerons  ici  la  manière  dont  cet  auteur  interprète  l'équation  polaire  de  l'iiy- 
l>erbole 

P 


1  —  e  cos 


(Fig.  9'J.) 


Le  pôle  est  au  foyer  F  situé  du  côté  des  x  positives.  Les  arcs  w  se  comptent  iKisitive- 
ment  en  allant  des  x  positives  veis  les  y  positives;  o  et  i  sont  les  demi-axes,  et  Ion  a 
fait 

V''o-  +  P_^__  S"  __ 

ad  a 

1 
Depuis  w=0°  juscpi'à  la  valeur  de  w  qui  répond  îi  <'os  «= — ,  on  a  r  négatif,  et  ce 

layon  vecteur  négatif  décrit  la  demi-liranche  CT', 

1 
Lorsque  cos  '.)=■ —  on  a  r=: —  r> .  L'axe  des   r  ast  alors  parallèle  a  1  asymptote  Kg. 
e 

1 
car  cos  oKx  =  —  =  — . 
^  c  e 

Le  dénominateur  1  —  e  cos  m  passant  ici  par  zéro  en  allant  du  négatif  au  pmsitif,  le 
rayon  vecteur  r  saute  brustiuement  de  la  valeur  —  -c  à  la  valeur  +  *  .  "t  ^  mesure 
((u'il  achève  de  décrire  la  denii-brauche  CI',  il  commence  a  décrire  la  branche  SB  de  S 
en  B. 

L'arc  '.>  continuant  à  croître,  le  rayon  vecteur  r  décrit  la  branche  entière  SBS',  jusqu'à 

1 
ce  que  «  soit  parvenu,  dans  le  quati'ième  quadrans,  a  une  valeur  telle  que  cos  ',>  =  —  . 

Ou  a  alois  »-=:-[-*    et  l'axe  des  r  parallèle  à  l'asymplole  Kg'. 

Le  dénominateur  1  —  e  cos  w  passant  ici  par  zéro  en  allant  du  positif  au  négatif  le  rayon 
vecteur  r  saule  brusquement  de  la  valeur  -\-x>  à  la  valeui'  —  -^  ,  et  à  mesure  qu'il 
achève  de  décrire  la  demi-branche  BS',  il  commence  à  décriie  la  demi-branche  TC.  Ce 
rayon  demeure  né{;alif  et  déciit  c^lte  demi-branche  ([ui  e.st  achevée  lorsque  !.i:^36()". 
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Dea  coordonnéen  polaires  en  trois  dimemioiiii. 

Dans  l'espace  les  coordonnées  polaires  sont  au  nombre  de  trois ,  savoii-  :  le  rayon  vec- 
.ieur  r  du  point  donné,  ou  sa  distance  au  pô\e,  langle  ■/  que  ce  rayon  vecteur  fait  avec 
line  droite  fixe  menée  par  le  pôle .  et  l'anyle  tlièdre  t  compris  entre  le  plan  de  ces  deu\ 
droites  et  un  plan  fixe  passant  par  la  droite  fixe. 

Il  sera  commode  de  prendre  poui'  pôle,  l'origine  des  coordonnées ,  pour  la  droite  fi\f 
le  coté  positif  de  l'axe  des  : ,  et  pour  le  pian  fixe  celui  (jui  est  déterminé  (jar  les  axes  dt-s 
.1'  et  des  z. 

Nous  nommerons  plan  tournant  le  |)lan  mobile  ciui  passe  par  Taxe  des  =  et  ipii  est 
déterminé  par  l'angle  dièdre  0.  Cet  angle  dièdre  se  compte  positivement  en  allant  du  plan 
déterminé  par  l'axe  des  =  et  celui  des  i  positives ,  vers  le  plan  déterminé  par  l'axe  des  î 
et  l'axe  des  y  positives. 

Supposons  pour  un  moment  que  le  plan  tournant  coïncide  avec  celui  des  xz.  (di  comp- 
tera l'angle  7  positivement  en  allant  des  3  positives  vers  les  x  positives.  Ce  sens  positif 
ainsi  déterminé  pour  l'angle  7  ,  se  conserve  dans  toutes  les  positions  du  plan  tournant. 

Les  arcs  qui  mesurent  les  angles  0  et  7  dans  le  cercle  de  rayon  1  ,  sont  tous  deux  les 
arcs  directeurs  de  l'axe  des  r. 

Le  côté  positif  de  l'axe  tournant  des  r  est  la  droite  menée  du  pôle  a  l'extrémité  de  l'arc 
dii'ecteur  7,  lequel  peut  d'ailleurs  être  positif  ou  négatif. 

1-e  rayon  vecteur  r  est  positif  ou  négatif  selon  qu'il  se  compte  sur  le  côté  positif  ou  sur 
le  coté  négatif  de  l'axe  tournant  des  r. 

Soit  F  (0.  7,  r,=  o  ....  (1) 

l'équation  polaire  d'une  surface. 

Supposons  pour  un  moment  t  constant .  ce  (]ui  fixe  le  [ilaii  loiunaut  dans  une  certaine 
[Kisilion  et  donnons  à  7  une  série  de  valeurs  consécutives. 

A  ciiaque  valeur  de  7  correspondront  une  ou  plusieurs  valeuis  de  r .  savoir  une  valeur 
si  l'équation  (]  )  est  du  premier  degré  en  r  et  plusieurs  valeurs  si  elle  est  d'un  degi'é  plus 
('levé  par  rapport  a  r.  On  aura  ainsi  une  ou  plusieurs  coui'bes  tracées  dans  le  plan  tournant. 

A  mesure  qu'on  i'cra  varier  5  ,  ces  courbes  varieront  par  degrés  insensibles  en  passant 
d'une  position  à  l'autre  du  plan  tournant,  et  leur  ensemble  formera  différentes  nappes  qui 
appartiendront  à  l'équation  (1). 

On  peut  aussi  supposer  pour  un  moment  7  conslant  et  donne  h  0  une  série  de  valeuis . 
a  chacune  des(|uelles  correspondront  une  ou  plusieurs  valeurs  de  r;  c'est-à-dire  une  ou 
plusieurs  courbes  tracées  sur  la  surface  d'un  cône  droit  dont  l'axe  des  z  est  l'axe  et  tel 
<)oe  7  et  l'angle  formé  par  la  génératrici-  avec  l'axe. 

.i  mesure  qu'on  fera  varier  7 ,  ces  courbes  varieront  [jar  degrés  insensibles  en  passant 
d'un  cône  au  suivant ,  et  leur  ensemble  formera  encore  les  diiieientes  nappes  de  la  surface 
représentée  par  l'équation  (1"). 
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Traru^fomaliou  de.  coordonnée,  rectangks  et  de  I.u.  différenUelk.  en 
coordonnées  polaires. 

„,  .>„v  nnples  v  et  6  la  signification  ci^lossns  et  désignant  par  a .  6 ,  c 
54.  En  conservant  aux  angles  /  ci  ^  "»    o 

les  coordonnées  rectangles  du  pôle,  on  a 

.  =  „  +  .sinvCOsO,  ,=/-+rsinvsine,  .^c  +  ^cos^: 

et  lorsqu-il  n'est  question  ,ue  de  de.,  dimensions,  on  a  pour  les  po.nUs  situes  dans  le 
plan^^,  y;,  en  faisant  v=90", 

a-=o  +  rcos6.  7,=  fc+^sin6. 

.  ,,    .  .        „    h    r  sont  nuls  et  Ton  a  en  trois  dimensions,  (fig.  99)- 
Quand  le  pôle  est  a  l'origine ,a,b.c  sont  nuis 

.=  rsiuvc0s6,  y=rsinvsiu6,  ==rcosv. 

et  en  deux  dimensions  ^  ^^  ^^^^  ^^  y=r  sin  e. 

A      --.oc  fi  P«t  Vanple  formé  par  l'axe  des  r  avec  l'axe  des  t 

der    7/    =.  r.  sin7,cosv,sin9,cos0. 

''"  ^    iio  .-,  isn-  etl'anple  9  de  0"  a  o60°. 

L'angle  V  se  compte  de  0°  a  IbU    etiangie 

En  difVérentiant  les  deux  dernières  formules ,  .1  vient 

^^^_r  rfôsine+rf'-cose 

f/j^=r(^0  COS  6  +  drsine. 

nar  la  féoméirie,  et  de  s'assurer  de  leur  généralité. 

Soît  M    (fig.  100)  le  point  d'une  courbe  dont  les  coordonnées  sont 
cp^.,  PM=y,  CU=r.  ^CM=:6. 

et  soit  M  '  le  point  consécutif  dont  les  coordonnées  sont       . 

rP'=.  +  .Z.,         PM'=.+  ^.-         CM'^.  +  ^^,  ACM'=0+.^0. 

on  a  ..=PP',  PP'  étant  la  projection  sur  l'axe  des  .  de  la  corde  MM'  qui  se  con- 
fond  avec  son  arc.  ■„„:„„„=  iSre  de  cercle  infiniment 

à-dire  parallèle  à  l'axe  des  s. 

On  aura  MD  =  r^^ 

puisque  dO  est  l'arc  qui  mesure  l'angle  MCM  '  dans  le  cercle  de  rayon  1 
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D'ailleurs  DM—dr. 

La  généralité  de  ces  Jeu\  formules  sei'a  démontrée  tout  à  l'heure. 

Cela  |70sé,  si  au  lieu  de  projeter  MM^  sur  les  r,  nous  projetons  la  li{;ne  brisée  MDM'. 

nous  ;iurons 

f;.2=PP'=P.\P'. 

P\  clant  la  piojection,  sur  les  -r .  d'une  ligne  MD  parallèle  anx  s,  on  a 

V\—  —  MD  sin  'j .  en  ayant  égard  aux  signes  de  1\H)    sin  0    l'i  P\ 

(Voyez  à  cet  égard  le  n°  2"2).  Mettant  pour  MD  sa  valeur,  il  vient 

P.\=^  —  rdfj  sin  6. 

Comme  l'angle  MCM'  est  infiniment  petit,  on  peut  considérer  DM'  comme  parallèle  a 
i>,  on  aura  donc  pour  sa  projection  .\P'  sur  les  r . 

.\P'=DM'cos&  (n"22), 

ou  .\P'  =  (^r  cos  0 

donc  enfin 

dT  =  PP'  =  PAP'=  — rrfO  sin  ()-\-di  cos  G. 

dy  ou  QQ'  est  la  projection,  sur  l'axe  des  y,  de  MM'  ou  de  la  ligne  hrisee  MDM'.  et 
1  on  a 

dy=QQ'-=Ô\',Q'. 

015  ('tant  la  projection  sur  les  y  d'ime  droite  MP  parallèle  à  Taxe  des  s ,  on  a 

OB=MDcos'J   .   .    .  (n"  22) 
ou  or>=/-rfO  cos  0. 

BO'  étant  la  projection  sur  les  y  d'une  droite  DM'  parallèle  aux  r,  on  a 

Bn'=DM'  sin  0  ou 

•     BQ'=rf/-sinO; 
donc  enfin 

dy=QQ'=Q\i()'=rd/j  COS  0  +  dr  sin  0. 

Il  reste  à  vérifier,  quant  aux  signes  ,  la  géniTalite  des  valeurs. 

nD=rdfj     et     mi'  =  dT. 

Cette  dernière  est  évidemment  générale,  car  DM'  et  dr  sont  ensemble  positives  ou  néga- 
tives, selon  que  l'on  va  de  D  en  M'  dans  le  sens  positif  ou  négatif  des  r. 

Quant  à  la  formule  MD:=:rdfi ,  il  est  facile  de  voir  que  MD  est  positif,  (c'esl-a-dire  que 
l'on  va  de  M  en  D  dans  le  sens  positif  des  s) ,  lorsque  r  et  dO  sont  de  même  signe ,  ei 
qu'au  contraire  MD  est  négatif  lorscjuc  r  et  rfO  sort  de  signe  contraire. 
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Par  exemple,  en  fig.  101,  l'angle  MCM' est  mesuré  par  M  positive,  CM  ou  r  est  positive, 
et  MD  ou  »rfO  est  positive  comme  étant  dirigée  selon  les  s  |)ositives.  La  règle  des  signes 
est  donc  vérifiée. 

Dans  la  même  figure  l'angle  mCm'  mesuré  par  M  est  positif:  Cw  ou  r  est  négative,  et 
md  ou  rcV)  est  négative  comme  étant  dirigée  selon  les  s  négatives,  .iinsi  la  formule  mdz=rd(i 
est  encore  vérifiée  quant  aux  signes. 

Dans  la  fig.  102,  on  a  ,  -. 

MCM'  mesuré  par  ^9  négatif,  CM  ou  r  positive,         MD  ou  rd'i  négative. 

mOïi'  mesuré  par  rfS  nég..  On  ou  r  nég. ,  md  ou  rd'j  pos. 

Dans  la  fig.  103, 

MCM'  mesuré  par  r/O  pos. ,         CM  ou  r  nég. .        MD  ou  rdfi  nég. 
mCm'  ou  da  pos..  Cm  ou  r  pos.,  md  ou  rdO  pos. 

Dans  lafig.  lO/i, 

MCM'  ou  df)  nég..         CM  ou  r  nég. ,         MD  ou  rdO  pos. 
mCm'  ou   dB  nég.  ,  Cm   ou  r  pos.  ,  md  OU   rdO  nég. 

La  règle  des  signes  est ,  comme  on  voit ,  toujours  vérifiée. 

On  remarquei'a  cjue  l'arc  do  mesure  l'angle  MCM'  ou  son  opposé  au  sommet,  mais  ijue 
d9  est  toujours  de  même  signe  que  MCM'.  Il  en  est  de  même  de  do  et  mCm'. 

Les  fig.  105,  106,  107,  lOS,  offrent  un  grand  nombre  d'exemples  sur  lesquels  on 
peut  vérifier  les  formules 

P.\=  —  rda  sin  9   ,  .\P'  =  rfr  cos  9 

On^rdfi  cos  9   ,  BQ'=(^r  sin  9 

qui  conduisent  a 

rf:z;=PP'=PAP'=  —  rdO  sin  0  +  dr  COS  0 

dy  =  QQ'=QïiQ'—idO  cos  0  +  dr  sin  G 

Ces  figures  i-eprésentent  quatre  arcs  de  courbe  dillei'ens,  dont  les  dilférenlielles  sont 
leprésentées  par 

MM'     dont  les  projections  sont    rfa^=P.\P',     dy  =  QZQ' 
pM'     .........     dx=7:liP',     dij  =  Km' 

Mu       ..,.,..     .     dx=PX-',     ^?y=OBK' 
^a' ds=T;K-;v',       dy^KQK'. 

Dans  toutes  ces  figures  les  axes  des  r  et  des  s  relatifs  au  point  M ,  sont  désignés  par 
Cl-  et  Cs.  Ceux  qui  sont  relatifs  au  point  u.  sont  désijjnés  par  Co  et  Cr?. 

L'arc  directeur  de  Cr  est  désigné  pai'  9 ,  et  l'arc  directeur  de  Co  l'est  par  0. 

Dans  toutes  ces  figures  dû  est  positif  et  se  rapporte  au  cas  oii  l'on  passe  du  point  M  au 
point  M  '  ou  au  point  pi'  ;  tandis  (}ue  de  est  négatif  et  se  rapporte  au  cas  où  l'on  passe  du 
l)oint  u  aux  points  M'  et  m'. 
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Considérons  l'arc  dont  la  dillérentielle  est  M/',  (lig.  106,  1°).  On  a 

r=CMpos. ,        fiO  pos.  ,        sinOpos. ,        cos  0  pos. .       rf/-_=Lij'  ne;;. 

La  règle  des  signes  donne 

PA^  —  rdO  sin  0     neg. 

\-'^dr  cos  0         nég. 

0\i  =  >d(J  cos  0        pos. 

'BK'=dr  sin  0         nég. 

ce  qui  s'accorde  avec  la  tigme. 

Considérons  encore  l'arc  dont  la  différentielle  est  p.M',  (tig.  107  ,  2°) 
On  a  ici 

/•^=Cu  nég. .    rf(-' nég.    comme  mesurant  l'angle  négatif  pCM',  sin  w  nég. .    cos  h  ncg. . 

dr=mi'  pos. 
La  règle  des  signes  donne 

-\  =  — rf/(-)  sin  (-)    pos. 

AP'  =  rf;C0SH  nég. 

Klj^;fA-)  cos  w       nég. 
YiQ'=dr  sin  H        nég. 

ce  (jui  s'accorde  encore  avec  la  figure. 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  cet  examen ,  |)arce  ([ue ,  d'après  la  manière  dont  nous 
avons  obtenu  ces  formules ,  nous  devons  être  convaincus  de  leur  généralité. 

De  la  sous-tangente  exprimée  eii  coordonnées  polaires  et  de  son  sif/ne. 

33.  Soit  A  (fig.  109)  l'origine,  AB  le  côté  positif  de  l'axe  des  j:,  AC  celui  des  y.  Pre- 
nons A  pour  pôle  et  0  pour  origine  des  arcs  t  ([ui  se  compteront  positivement  dans  le  sens 
marqué  par  la  flèche  sur  une  circonférence  OQN  décrite  d'un  rayon  A0  =  1.  Ces  arcs 
seront  exprimés  en  partie  du  rayon ,  ensorte  que  l'arc  de  180"  sera  exi)rinié  par  -  on 
3,141  o926.  Nous  appellerons  m  l'arc  OO'Q  intercepte  entie  le  point  n,  oiiginc  des  arcs, 
et  le  point  Q  situé  sur  l'axe  des  x  positives. 

Les  rayons  vecteurs  seront  désignés  par  u. 

Cela  posé  on  aura  pour  le  point  M  de  la  conihe 

J=AP,  y=PM.  //  =  AM.  <c=0(j'ON,  —  wj  +  <=ON. 

x=:AM  cos  QN:=«  cos  (t  —  m) 
y=:AM  sin  QN=::m  sin  (t—m) 
dx^:dii  cos  (t — m)  —  7idt  sin  (t — m) 
dy=du  sin  (t  —  m)  —  iidt  cos  (t—m) 
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D'après  ces  valeurs  Texpression  de  la  sous-langente 

PT  =  —  y  —  devient 

dy 

du  cos  (t  —  m)  —  udt  sin  (/  —  m) 

PT=-».  sin  (i  — mVj— : — f^ , 

du  sin  (t  —  in)-\-udt  cos  {t  —  m) 

Voyez  Lacroix,  Calcul  différentiel ,  in-4",  tome  I,  page  'i7S.  Il  faut  remarcjner  ([ue  nous 
corrigeons  toujours  le  signe  de  cette  formule. 

■'  On  simplifiera  beaucoup  ce  résultat ,  dit  Tauteur ,  en  observant  que  la  situation  de  la 
"  ligne  des  abscisses  sur  laciuelle  tomlte  la  distance  PT  est  arbitraire ,  et  qu'on  peu!  par 
>'  conséquent  prendre  toujours  m  telle  que  l'arc  QN  soit  i  - ,  auquel  cas  l'ordonnée  PM 
"  se  confond  avec  le  rayon  vecteur  AM  .  cos  f^ — ■m)^o.  sin  ('<  — »re^=l  .  et  PT  se 
•>  change  en  AT'.  » 

Il  vient  alors 

v^'dt  ,      .  u'dt  X 

AT'=-^ —  (,et  selon  1  auteur  AT' =—-7—  ) 

du  du    J 

De  cette  manière  les  axes  AX  et  AY  (fig.  109)  deviennent  des  axes  tournans  dont  la 
du-ection  varie  pour  chaque  point  de  la  courbe.  L'axe  AY  est  l'axe  tournant  des  u.  C'est 
celui  que  nous  avons  appelé  ailleurs  l'axe  tournant  des  r.  L'axe  AX  n'est  autre  chose  que 
le  côté  négatif  de  notre  axe  des  s. 

"  Lorsqu'on  fait  usage  des  coordonnées  polaires ,  dit  Lacroix  dans  l'ouvrage  cité ,  il  esi 
»  très-simple  de  rapporter  le  centre  F  du  cercle  osculateur  (fig.  110)  au  rayon  AM,  au 
■>  moyen  de  la  droite  FE  perpendiculaire  sur  ce  rayon  vecteur  et  de  la  distance  ME.  Les 
»  expressions  de  ME  et  de  FE  se  concluent  immédiatement  fie  celles  de  y  —  p  et 
1.  de  X  —  a.  » 

Dans  ces  dernières  expressions .  a-  et  y  sont  les  coordonnées  du  point  M ,  et  a ,  ^  celles 
du  centre  F  du  cercle  osculateur  au  point  M.  Ces  coordonnées  sont  rapportées  aux  axes 
tournans  AX  et  AMY.  On  a  donc  x=o ,  puis 

ME  =  M.\E=  — y4-(5  et 

EF=a. 

Il  y  a  des  fautes  de  signe  dans  Lacroix  qui  pose  ME=y  —  p,  et  EF=  —  a.  La  ligne 
ME  est  la  projection  du  rayon  de  courbuie  sur  le  rayon  vecteur.  Elle  est  souvent  appelée 
le  co-rayon  de  courlure.  Elle  se  compte  à  partir  du  point  M  et  détermine  ainsi  le  point  E 
par  lequel  on  élève  à  AM  la  perpendiculaire  EF  égale  a  a .  savoir  dans  le  sens  AX  si  y. 
est  positive  et  dans  le  sens  contraire  si  a  est  négative. 

Dans  la  figure  110  on  a  AM:=y  positive.  U\.^^  —  y  négative,  KY.=^<f  positive; 
—  y  4- (5 = M AE= ME  négative  , 
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Daus  la  fig.  111  ,  relative  à  l'hyperbole,  on  a  AM=y  positive,  MA=:=—  y  négative; 
\E:=|3  négative:  —  y  +  j3  =  MAE=ME  négative. 

Dans  la  Hg.  112.  le  point  M  situé  sur  la  branche  CT'  a  pour  coordonnées  polaires  l'arc 
directeur  qui  mesure  langle  \t\x,  et  le  rayon  vecteur  y=M=:AM  négatif  (n"  33).  On  a 
donc  .\M  =  y  négative,  M\=  —  y  positive,  AE=p  négative;  — y  +  fi=MAE=ME 
négative. 

.\insi  dans  ces  trois  exemples  ME  est  négative;  mais  il  pourrait  en  être  auirenK  iit. 
Quanta  EF=z.  elle  est  négative  pour  le  point  M  Hg.  110,  positive  tig.  111  .  et  néga- 
tive fig.  11 -2. 

En  changeant  le  signe  des  formules  données  par  Lacroix ,  on  aura 

■'   '  ■  ■îdii-  —  iid-u-\-u-dt- 

du  '  -X-it~ditdt~ 
EF  =  ->:  = 


•Idirdt  —  i(dtd'n-\-  ii-df 


Ces  formules  supposent  que  t  est  la  variable  indépendante. 

L'auteur  appliciuant  les  formules  foutives,  quant  au  signe,  à  la  spirale  logarithmique 

u, 

f=:lu  trouve  ME=H  et  EF= —  ,   M  elant  le  module. 

M 

Les  formules  corrigées  donnent 

1\IE=— »  =  MA,  LF=— ^. 

M 

ce  qui  est  conforme  à  la  figure  113  ,  laquelle  se  rapporte  aux  logarithmes  tabulaires. 

On  voit  pai-  là  que  le  point  E  se  confond  avec  le  pôle  A,  ensorte  que  le  centre  F  du 
cercle  o.sculateur  est  sur  Taxe  AX:  mais  conune  dans  cette  courbe,  »  est  toujours  |)Ositive, 
on  voit  t]ue  EF  ou  AF  est  toujours  sur  le  |irolongement  de  l'axe  AX. 

^'ous  allons  retrouver  directement  l'expression  de  la  sous-tangente  AT'  donnée  ci-des- 
sus. Nous  ferons  usage  des  axes  touruans  des  »■  et  des  s.  Celui  des  r  n'est  autre  chose 
que  AY  et  celui  des  s  est  le  prolongement  de  AX. 

Nous  désignerons  l'arc  directeur  par  la  lettre  0  comme  dans  d  autres  occasions. 

Soit  M'  le  point  consécutif  à  M.  Du  ptMe  A  comme  centre  avec  AM  comme  layon, 
décrivons  l'arc  infiniment  petit  MK  ,  (figures  114....  121).  Nous  aurons 

KM '=(//•     .     .      .     (1) 
UK=rdi)     .      .      .      ('2; 

Considérons  l'arc  MK  comme  une  droite  perpendiculaire  a  AM  ,  l'angle  TAM'  comme 
un  angle  droit,  et  prenons  la  sécante  T'MM'  pour  la  tangente  au  point  M.  Les  triangles 
semblables  MKM'  et  T'AM'  dont  les  côtés  sont  parallèles  donnent 

19 
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MK:KM'  ::  T'A:  AM' 
proportion  vraie  en  ayant  égard  aux  signes  (n°  7)  et  qui  revient  à 

rrfO  :  rfc  ::  T'A  :  r-j-fZr 

OU  en  négligeant  dr  vis-à-vis  de  r 

rd')-.  dr  ::  T'A  :  r  d'oÙ 

r-d(t  „.       • 

T'A:=    -—  .....        ^3) 

—  dr 

et  en  cliangeant  les  signes  des  deux  membres 

--d'i 


AT'=  — 


dr 


Vérilions  la  généralité  des  formules  (1),  (2)  et  (3) 

La  formule  KM'^rfr  est  évidemment  générale  en  ayant  égard  aux  signes ,    KM'  et  dr 

étant   positives  lorsqu'on  va  de  K  en  M'  dans  le  sens  positif  des  r,  comme  dans  les 

figures  114,  116,  119  ,  121 ,  et  négatives  dans  le  cas  contraire,  fig.  Ho,  117,  118,  120. 

MK  étant  parallèle  à  l'axe  des  s,  est  positive  ou  négative  selon  ([ue  Ton  va  de  M  en  K 

dans  le  sens  positif  ou  dans  le  sens  négatif  des  s.  On  voit  que  MK  est  positive  fig.    114, 

lis,  120,  121 ,  et  négative  fig.  116,  117,  118, 119. 

Désignons  par  p  et  u.'  les  points  où  la  circonférence  directrice  est  coupée  par  le  côte 
positif  de  l'axe  des  /•  relatif  à  JI  et  à  I\I'.  En  considérant  k'j.yJ  et  AAIK  comme  des 
triangles  semblables  dont  les  côtés  sont  parallèles ,  on  aura 

AM  :  MK  ::  Ay.  :  ya',        en  ayant  égard  aux  signes. 

On  voit  en  ellet  (fig.  114...  121)  que  selon  que  les  antécédens  AM  et  ky.  sont  de  même 
sens  ou  de  sens  contraire ,  les  conséquences  MK  et  .uy.  '  sont  aussi  de  même  sens  ou  de 
sens  contraire. 

On  a   AM  =  r   en  ayant  égard  aux  signes. 

Aw.  =1   toujours  positive,  parce  que  A/  est  sur  le  côté  positif  de  l'axe  tournant 

des  r. 
u.u.'^d'i  en  ayant  égard  aux  signes,  ;m'  étant  considérée  comme  une  droite 

infiniment  petite  parallèle  à  l'axe  des  s. 
Au  moyen  de  ces  valeurs  la  dernière  proportion  devient 

r  :  MK  ::  1  :  d<^,  en  ayant  égard  aux  signes. 

Donc  enfin  la  formule  : ,  ,        ' 

MK^rrfO  est  généralement  vraie. 
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r'-d'J 
La  formule    T'A=  —      avant  clé  déduite  des  formules  (1)  et  (2)  au  moyen  de  la  pro- 

•  -  dr 

portion 

Î\IK:KM'::  T'A:  AM' 

on  est  assure  t[u'elle  est  aussi  générale  par  rapport  aux  signes.  C'est  ce  que  les  figures  114 
...  1"21  font  voir.  Dans  les  ligures  114  et  110,  d^i  et  dr.  c'est-à-dire  u'j.'  et  KM',  sont  toutes 
deux  positives  et  TA  est  positive.  Dans  les  figures  118  et  120  tZO  et  dr  sont  toutes  deux 
négatives  et  TA'  est  encore  positive.  Tandis  que  dans  les  ligures  115,  117,  119  et  12] 
où  d^  et  dr  sont  de  signe  contraire,  on  a  TA  négative. 

■-  Jr 

La  formule  T  A=  — r—    étant  généralement  vraie,  la  formule  contraire 

-  -  -  dr 

AT^  ^ —    1  est  pareillement. 

dr 

Ainsi  AT  est  sur  les  s  positives  ou  négatives  selon  ([uc  dO  et  dr  sont  de  signe  con- 
traire ou  de  même  signe. 

Dans  Lacroix  la  sons-tangente  AT^  est  rapportée,  quant  à  son  signe,  à  l'axe  AX  (|ui  est 
directement  opposée  à  notre  axe  As;  donc  la  formule  devrait  être  alors 

irdt  ,.  ,  ...    ,. 

\T  =  - —  comme  nous  l  avons  dcia  liit. 
d><  •* 

Prenons  pour  exemple  la  spirale  de  Cônon.  lîg.  122)  Dans  celte  courlie,  à  mesure  (pie 
l'arc  directeur  croit  de  0"  à  360°,  le  point  décrivant,  parti  du  pôle,  s'avance  iiniformé'- 
ment  sur  le  côté  positif  de  l'axe  tournant  des  r ,  de  telle  sorte  qu'il  parvient  à  l'extrémité 
du  rayon  de  la  circonférence  directrice  à  mesure  (jue  l'arc  directeur  atteint  la  valeur  oM". 

Si  l'on  exprime  les  arcs  directeurs  en  parties  du  rayon  [iris  pour  nniti-  on  aura  donc 

e  :  2tt  :  :  /•  :  l         et 

0 
/■=  •; —      sera  l'equation  polaire  de  cette  courbe. 

Ici  le  ravon  vecteur  est  de  même  signe  que  l'arc  directeur  0.  Ces  coordonnées  sont 
toutes  deux  positives  dans  la  lirancho  AMN  et  toutes  deux  négatives  dans  la  brandie  A?««. 
La  première  peut  èlw  considérée  comme  décrite  a  mesure  que  l'axe  des  /•  tourne  iititoiir 
du  pôle  dans  le  sens  positif  des  arcs  6  depuis  la  valeur  0:=o  jusqu'à  'i^v.  .  et  la 
seconde  comme  décrite  a  mesure  que  A;-  tourne  dans  le  sens  négatif  depuis  0  =  o  jus- 
(|u'à   0=  —  X  . 

Mais  on  peut  aussi  considérer  les  deux  brandies  comme  décrites  dans  le  sens  positif  des 
arcs.  Les  arcs  directeurs  sont  alors  pris  d'abord  de  —  :o   à  0  et  ensuite  de  0   -+-<». 

On  pourrait  aussi  concevoir  les  deux  brandies  comme  décrites  dans  le  sens  négatif.  On 
prendrait  alors  0  depuis  -}-  ^o    à  0  et  ensuite  depuis  0  à  —  aï  . 
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Ceci  revient  à  dire  qu'on  peut  dans  l'une  et  Taulre  branche  prendre  dO   |)ositive  ou 

négative. 

9 
L'équation    /•  =  -—    étant  dilVérentiée  donne 

dO  .  ,  ,  , 

•  =:?.7r,        ce  qui  nous  apprend  que,  dans  cette  courbe,  dd  et  dr  sont  toii- 


rdO      ,     .        , 
jours  de  même  signe.  La  sous-tangente  AT'= -—    devient  donc 


AT  '  =  —  Ir.r'^ , 

elle  est  donc  toujours  sur  les  s  négatives. 

Toutes  ces  conclusions  sont  conformes  aux  figures  ]'23,  124,  125,  126,  dont  les  deux 
premières  se  rapportent  à  la  branche  AMM  et  les  deux  dernières  à  la  branche  Kmn. 

Dans  la  fig.  12-3,  on  a,  pour  le  point  M,  ua':=dO  pos. ,  KM'^^dr  pos. ,  AT'  nég. 
Dans  la  fig.  124,  ii.J=d')  ncg. ,  KM'=rf/-  nég.,  .\T'  nég. 

Dans  la  fig.  125,  ij.u.'^=dQ  nég.,  KM'=fZ/-  nég.,  AT'  nég. 

Dans  la  fig.  126.  u.,j.'=d(t  pos.,  KW=dr  pos.,   AT'  nég. 

r-d(i 

La  lormule  AT  := ;—   est  donc  vérifiée  dans  toutes  ces  figures. 

dr 

Il  existe  une  expression  de  la  tangente  trigonométrique  que  fait  avec  le  rayon  vecteur 
AM  la  tangente  à  la  courbe  au  point  M,  huiuelle  expression  donnera  lieu  à  f|uelques 
remarques  utiles  sur  les  signes. 

Dans  le  triangle  M'MK  rectangle  en  K,  l'angle  aigu  MM'K  a  pour  tangente  trigonomé- 

]\1K 
trique  - — ;   abstraction  faite  des  signes ,  (fig.  127  et  132). 
KM 

Si  l'on  considère  les  rayons  vecteurs  AM  et  AM'  comme  parallèles,  on  aura  ,  selon  les 

MK 

km"' 


MK 
cas,  ran,"le  M  M1=MM'K  ou  à  180"  — MM'K,  donc  tang  M'MI=  — •  abstraction  fait» 


du  signe. 

Mais  si  l'on  suppose  que  M'  est  le  point  consécutif  à  M  quand  on  va  de  M  à  M'  dans 
le  sens  positif  des  arcs  directeurs,  et  (|ue  le  point  I  est  au-delà  de  M  par  rapport  à  A  , 

on  aura 

MK 

tang  M'MI=  

^  KM  ' 

en  ayant  égard  aux  signes  de  MK  et  de  KM'.  La  droite  MK ,  parallèle  aux  s,  étant  posi- 
tive ou  négative  selon  que  l'on  va  de  M  en  K  dans  le  sens  positif  ou  négatif  des  s;  et  la 
droite  KM',  qui  est  sur  le  rayon  vecteur  AM',  étant  positive  ou  négative  selon  que  l'on 
va  de  K  en  M  '  dans  le  sens  positif  ou  négatif  des  r. 
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Ainsi  pour  l'ellipse,  on  a  fig.  127.  MK  positif,  KM|  positif,  et  l'angle  M'MI  aigu. 

Fig.  128,   MK  pos.  ,  KM    neg. ,  M'MI  obtus. 

L'hyperbole  étant  engendré  comme  nous  l'avons  expliqué  au  n"  33 ,  on  a 

Fig.  129,  MK  nég.  .  KM  \  nég. ,  M'MI  aigu. 
Fig.  130.  MK  pos..  KM',  neg. .  M'MI  obtus. 
Fig.  131.  MK  pos..  KM',  [los..  M'MI  aigu. 
Fig.  132.  MK  ncj;  .  KM  .  pos.,  M  MI  obtus. 

Nous  avons  vu  que  les  formules   MK=rrfo    et  KM  =rfr  étaient  générales  quant  aux 

signes;  on  a  donc  enfin 

MK        ;rf9 
tnngM'Ml=-  =  ^. 

La  direction  de  la  corde  MM'  prolongée  étant  prise  pour  celle  de  la  tangente  au  ponU 
M  .  l'angle  M  Mi  est  celui  que  le  rayon  vecteur  l'ail  avec  cette  tangente 

%  %.   De  la  (liffirentielle  d'un  f^ecteur. 

ôG.  Soit  bc.  fig.  133 ,  une  courbe  rapportée  aux  axes  rectangulaires  ax.  ay.  La  dilTc- 
renlielle  du  secteur  ahm  est  amm'.  m'  ('tant  le  point  consécutif  à  m.  Menons  m's  per- 
pendiculaire à  l'ordonnée  pm  prolongée  si  cela  est  nécessaire.  L'aire  amm'  est  la  somme 
algébri(iue  des  triangles  ams,  mm's,  asm'. 

Le  triangle  ams  est  positif  lorsqu'il  peut  être  envisagé  comme  engendré  par  un  rayon 
vecteur  tournant  autour  de  l'origine  a  et  allant  de  la  position  am  à  la  position  as  dans  le 
positif  des  arcs  directeurs,  marcjue  [)ar  la  flèche,  comme  dans  les  figiu'es  133,  13.''i,  13o. 
Ce  triangle  ams  est  négatif  dans  le  cas  contraire  comme  dans  les  fig.  136  ,  137 .  138. 

Le  triangle  as?n'  (et  non  ams)  est  positif  lorsqu'on  passe  de  la  position  as  à  la  posi- 
tion am',  en  allant  dans  le  sens  positif  des  arcs  du-ecleurs,  comme  en  fig.  13o  et  130.  il 
est  négatif  dans  le  cas  contraire  comme  en  fig.  133  et  134. 

Le  triangle  mm's  peut  être  considère-  comme  engendré  par  im  rayon  vecteui-  tournant 
autour  de  m  ,  et  allant  de  la  position  mm'  à  la  position  ms.  Il  est  positif  ou  négatif  selon 
que  ce  mouvement  a  lieu  dans  le  sens  positif  ou  négatif  des  arcs  directeurs.  Il  est  positif 
en  fig.  133  et  136,  et  négatif  en  fig.  13o  et  138. 

Le  triangle  amm'  est  positif  ou  négatif  selon  (jue  l'on  passe  de  la  position  am  a  la  [wsi- 
lion  am'  en  allant  dans  le  sens  positif  ou  dans  le  sens  négatif.  Il  est  positif  en  fig.  133,  et 
nejjatifen  fig.  134.  Cela  posé  on  a  toujours 

a7nm'^a»is-\—mmîs-^a$m' 

Dans  la  fig.  133.  on  a  ams  pos..  mm's  pos.,  astn'  nég.,  et  amm'  positive  parce 
que  la  somme  des  aires  positives  l'emporte  sur  l'aire  négative. 
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En  fig.  134,  on  a  ams  pos. ,  mm's  pos.,  asm'  nég. ,  el  amm'  négaiive  parce  que 
l'aire  négative  l'emporte  sur  la  somme  des  aires  positives. 

En  fig.  137,  on  a  ams  nog.  ,  mm's  pos.  ,  asm'  pos.,  et  amm'  négative  parce  que 
l'aire  lu'galivc  l'emporte  sur  la  sonnne  des  aires  positives. 

En  fig.  J38,  on  a  ams  nég.  ,  mm's  nég. .   asm'  nég. ,  et  amm'  négative  comme  étant 

la  somme  de  trois  aires  négatives. 

En   lig.    iffl.  rtTOS  |)0S. ,  mm's  pos.,  asm'  pos.,  et  amm'   positive   lonmie  étant  la 

somme  de  trois  aires  positives. 

On  pourrait  s'assurer  par  l'examen  des  19  ligures  de  133  à  151  qui  représentent  toutes 
les  combinaisons  |>ossibles ,  que  amm'  est  la  somme  algébrique  des  trois  aires  ams,  mm's, 
asm',  comme  nous  l'avons  annoncé. 

Le  triangle  ams  (fig.  133....  loi,  dont  la  base  est  ms=dy  el  la  lianienr  np=.r,  a 

xdy 
pour  mesuie  -r—  . 

Le  triangle   mm's   dont  la  base  est   sm':=dx   et  la  liautenr  /«s^=dy,  a  pour  mesure 

dxdy 

2~ 

Le  triangle  asm'  dont  la  base  est  sm'^^dx  et  la  hauteur 

(y  -\-  dy)  dx 
psz::=pms^=y -\- dy  ,     a  pour  mesure . 

Nous  verrons  tout  à  l'heure  que  les  trois  formules 

xdy 

ams  = 

2 

dxdy 


.  -  -         2 

(y  -f-  du)  dx              ydx       dxdy 
"fff, -i "=-  — 2"^ 

sont  générales  en  ayant  égard  aux  signes ,  et  quon  a  par  conséquent ,  en  les  ajoutant , 

xdy  —  ydx 

ams  -j-  mm's  -\-  asm'  =  — • 


On  a  d'ailleurs  reconnu  la  généralité  de  la  formule 

a}ns  -(-  mvi's  -(-  asm  '  ^=  amm 


donc  enfin 


xdy  —  ydx 


amm  ' 


Examinons  d'abord  la  formule   ams=z'-JL 
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Ne  perdons  pas  de  vue  qup  ams  est  positive  ou  négative  selon  que  am  pour  se  pork-r 
sur  ms ,  lourne  dans  le  sens  positif  ou  négatif. 

ax  est  le  côté  des  x  [jositives ,  ay  celui  des  y  positives. 

ms  ou  (ly  esi  positive  lorS(]ue  s  est  au-dessus  de  «i,  et  négative  dans  le  cas  contraire. 

(;ela  posé  on  voit  (ig.  io'2  ,  que  lorsi[ue  ams  est  décrit  dans  le  sens  positif,  iiiar(]ué  par 
la  flèche,  les  focleuis  x  et  dy  sont  de  même  signe. 

La  fig.  153  nioniie  (ju'au  contraire  lorscpie  avis  est  décrit  dans  le  sens  négatif,  x  ci  di/ 
sont  de  signe  coniraire 

fa  formule  ams=  -^  .  est  donc  vraie  en  ayant  égartl  aux  signes  de  x.  dy,  et  ams. 


Cassons  a  rexamen  de  la  fmmule 


('j  +  <f>j)  f^-r        yf^-      à-vdy 


Pour  plus  (ie  commodité ,  changeons  les  signes  des  deux  membres  el  démontrons  la 
généralité  lie  la  formule 

ydx       dxdy 

Il  suffit  de  déterminer  le  signe  du  terme    — —    ,     (]ui  sera   toujours   celui   de  second 

d-'dy 
membre    piasque    — r—    est  lui  mluument  petit  du  second  ordre. 

Remai'qiions  (|iie  s»t  ou  dx  est  positive  lors(|ue  sm'  est  décrit  de  gauche  a  droite  dans 
le  sens  positif  des  x  ,  et  né.gaiive  dans  le  cas  conliaire. 

La  fig.  'J54  montre  que  lorsque  am's  est  décrit  dans  le  sens  positif,  les  quantités  y  et  dx 
sont  d(-  même  si;;ne,  ei  la  lig.  d.io  montre  que  lorsque  am's  est  décrit  dans  le  sens  néga- 
tif, y  et  dx  sont  de  signe  coniraire. 

\insi  l;i  l'ornnile 

ydx       d.idif  ...  ,         , 

«m  s=  - — I — ~-    est  generai(^  eu  ayant  égard  aux  signes. 

Donc  en  changeant  tous  les  signes,  la  formule 

ydx       dxdy 


est  é.;jalement  générale. 
Examinons  enfin  la  formule 


dxdy 


mm  s- 
...  •? 


Rappelons-nous  (jue  mm's  est  cngenilni  par  un  rayon  vecteur  tournant  aiiioui'  de  m  .  et 
allant  de  la  position   mm'  a  la  jiOsition  ms. 
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Les  figures  156,  157,  158,  159  font  voir  que  mm's  est  décrit  dans  le  sens  positif 
lorsque  dx  et  dy  sont  de  même  signe ,  et  dans  le  sens  négatif  lorsque  ces  facteurs  soni 
de  signe  contraire.  , 

Donc  la  formule    mm's=:  —~  est  générale  en  ayant  égard  aux  signes. 

Ajoutant  les  trois  formules 

.rdy 

2 

dxdy 

inm,'s= 

...  -  ''. 

ydi       dxdy 

asm'= —   ' 

•2  2  -, 

il  vient  ainsi  que  nous  l'avons  annoncé 

,          ,     ,           ,                ,       xdy  —  ydx 
ams  -\-  mm's  -\-  asm'  ==  amm  = . 

Ce  secteur  infinitésimal  amm'  s'exprime  d'une  manière  bien  simple  au  moyen  des  coor- 
données polaires. 

Plaçons  le  pôle  à  l'origine  a  (Fig.  160).  On  aura  am  ou  r  pour  rayon  vecteur,  l'angle 
max  sera  mesuré  par  l'arc  directeur  6  décrit  du  centre  a  avec  lunité  pour  l'ayon  et  sera 
exprimé  en  parties  de  ce  rayon.  En  passant  du  point  m  au  point  consécutif  m',  l'ac- 
croissement de  Cl  est  d^. 

Du  pôle  a  comme  centre,  avec  am  comme  rayon,  décrivons  l'arc  mk ,  et  remplaçons 
le  secteur  amm'  par  le  secteur  circulaire  amk  dont  il  ne  difl'ère  que  de  l'aire  mmhi  (jui 
est  un  infiniment  petit  du  second  ordre. 

Ce  secteur  amk  est  égal  a  mk  x  -r—  • 

Or  l'arc  mk  ijtant  semblable  à  l'arc  dd ,  on  a 

mk  =  am  X  '/^'^  rd<i. 

r         r'-dh 
donc        secteur   awiOT'z=rrfO  x— =  — ^  . 

Telle  est  la  différentielle  d'un  secteur ,  exprimée  en  coordonnées  polaiies. 

1     1  •  1  •      11,                 ^'^y  —  y^^  ,        1 

On  peut  la  deiunre  de  I  expression ,  au  moyen  des  valeurs 

x  =  r  COS  0 

y=T  sin  6 

dx=  —  rrffi  sin  0  4"  dr  cof,  0 

dy:=rdB  cos  0  -\-dr  sin  0. 

dont  nous  avons  démontré  la  généralité  au  n"  3^i. 
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Eli  etl'et  on  trouve 

^(ly:^  r"d(j  cos  "6  +  '■'^''  sin  0  cos  6 
t/d.v=  —  rdO  sin  '■fJ-\-rdr  sin  o  cos  0 
pt  par  ('onsi'queiu 

■cf/y  —  yda^        r'-do  (sin  -fj  -\-  cos  "6)        /-"f/O 
2  ""  2  ^  'Y 

On  voit  (^ue  la  formule  -—  est  générale  quant  au  signe  puisque  l'aire  amm'  a  évi- 
demment le  même  signe  que  dO.  Le  rayon  vecteur  passant  de  la  position  a»?i  a  la  [losi- 
tion  a>?i'  dans  le  sens  positif  ou  négatif,  selon  ijue  dO  est  positive  ou  négative. 


2t 
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CHAPITRE   X. 

EXAMEN  DE  QL'ELQUES  FORMULES  EMPLOYÉES  DANS  LA  STATIQUE. 


Des  )iiomens  par  rapport  à  un  point. 

57.  On  appelle  moment  d'une  force,  par  rapport  à  un  point,  le  prodnit  de  cette  fofce 
et  de  la  perpendicnlaire  abaissée  de  ce  point  sur  sa  dii'oction.  Cette  délinition  suppose 
(ju'on  a  déterminé  d'avance  une  unité  linckiire  et  une  unité  de  force.  Le  point  dont  nous 
parlons  s'appelle  le  centre  des  momens. 

Dans  la  théorie  de  cette  espèce  de  momens  il  est  utile  de  considérer  les  deux  axes  tour- 
•nans  mentionnés  au  n"  6,  savoir  l'axe  tournant  des  r  et  l'axe  tournant  des  s.  Il  faut  se 
rappeler ,  à  cet  égard,  que  le  côté  positif  de  l'axe  des  r  est  celui  qui  passe  par  le  centre 
des  momens,  pris  pour  pôle,  et  par  l'extrémité  de  l'arc  directeur  '■>.  Le  côté  positif  de 
l'axe  des  s  passe  par  le  pôle  et  par  l'extrémilé  de  l'arc  6>+!)0°. 

Nous  supposerons  d'abord  toutes  les  forces  ilans  un  même  plan. 

Soient  donc  Q,  (V,  Q"....  dilTérenles  forces  situées  dans  un  même  plan,  et  q.  q'. 
q''....  les  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  de  ce  plan,  pris  pour  centre  des  momens, 
sur  leurs  directions.  Les  momens  de  ces  forces,  par  rapport  à  ce  point,  seront  exprimés 
par  Qq,  Q'q',  Q"q" 

Si  l'on  prend  pour  positifs  ceux  qui  tendent  à  faire  tourner  dans  un  sens,  il  faut  |3rendre 
pour  né.[jatifs  ceux  (|ui  tendent  à  faire  tournei'  dans  le  sens  contraire,  afin  que  leur  somme 
algébrique  soit  égale  au  moment  résultant. 

Du  point  0.  centre  des  momens ,  (fig.  101)  et  d'un  rayon  égal  à  l'unilc- linéaire,  dé- 
crivons une  circonlérence  ABC Prenons  le  point  A  de  cette  circonférence  pour  origine 

des  arcs  directeurs  w  dont  le  sens  positif  sera  AB. 

Pour  la  force  Q,  la  perpendiculaire  0(i=ç  est  située  sur  le  côté  positif  de  l'axe  tournant 
des  r ,  dont  la  position  est  déterminée  par  l'arc  directeur  AB. 

Si  l'on  prend  BC^OO"  on  aura  OCS  pour  le  côlé  positif  de  Taxe  des  *.  et  l'on  voit 
que  la  force  Q  est  dirigée  parallèlement  à  OS  et  dans  le  sens  positif  des  s.  Le  moment  Qq 
sera  donc  positif  comme  ayant  ses  deux  facteurs  positifs. 

Pour  la  force  Q',  la  perpendiculaire  0»'  ou  q'  est  positive  comme  clanl  située  sur  le 
côté  positif  OB'  de  l'axe  tournant  des  r  correspondant  à  w=ABB'.  Mais  la  force  0'  est 
dirigée  dans  le  sens  des  s  négatives  puisque  OCS'  est  le  côté  positif  de  l'axe  des  s  cor- 
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responilani  à  f.,=ABB  .  Le  produit  Q'q'  est  donc  négatif  comme  ayant  ses  facteurs  de 
sijjne  contraire. 

H  n'est  pas  nécessaire  de  prendre  l'arc  directeur  tel  que  la  perpendiculaire  abaissée  sur 
la  force  tombe  sur  le  côté  positif  de  l'axe  des  r.  La  règle  des  signes  serait  encore  vérifiée 
si  l'on  en  agissait  autrement.  Par  exemple,  si  relativement  a  la  perpendiculaire  q'  on  pr<'- 
nait  l'aie  Alîn  y  poin-  arc  directeur,  le  côté  positif  des  r  serait  OS'  et  OB'  en  serait  le 
cote  négatif.  Alors  le  côté  positif  des  s  sciait  0/'.  On  aurait  de  cette  manière  0'  positive 
et  q'  négative,  et  le  moment  Q'q'  conserverait  le  même  signe  qu'auparavant  parce  que 
les  signes  de  ses  deux  (acteurs  auraient  changé  en  même  tems. 

Il  est  même  [jIus  convenable  de  ne  pas  s'astreindre  à  prendre  invariablement  le  côte 
positif  des  r  sur  les  peri)endiculaires  g,  q',  q''.... 

En  eflét  supposons  que  le  système  des  forces  0,  0',  0"...  se  transforme  graduelle- 
ment de  telle  sorte  que  ces  forces  deviennent  parallèles  entre  elles  (fig.  162).  On  mènera 
parle  centre  0  des  niomens  la  droite  qui  leur  esl  perpendiculaire,  et  l'on  prendra  a  vo- 
lonté l'une  des  deux  parties  de  cette  perpendiculaire  (séparées  par  l'origine)  pour  côté 
positif  des  /•.  Par  exemple  la  partie  On.  De  cette  manière  les  forces  telles  que  Q  et  Q" 
qui  sont  dirigées  d;uis  le  même  sens  ont  le  même  signe  et  les  forces  comme  Q  ',  dirigées 
en  sens  contraire,  ont  un  signe  contraire  à  celui  des  premières.  Dans  notre  figure  0  et  Q  ' 
sont  positives  comme  étant  dirigées  dans  le  sens  des  s  positives. 

Les  perpendiculaires  comme  Oa ,  Oa',  dirigées  dans  le  même  sens,  sont  positives,  ei 
celles  (|ui  comme  0«"  sont  dirigées  en  sens  contraire,  sont  négatives. 

Les  forces  parallèles  formetit  ainsi  un  cas  particulier  pour  leipiel  les  perpendiculaii<'s 
abaissées  sur  les  forces  se  confondent  en  une  seule  dioite  el  sont  déterminées  i)ar  un  seul 
et  même  arc  directeur. 

Les  momens  Qq  ,  Q  q' s'expriment  aussi  dans  les  traites  de  mécanique  d'une  autre 

manièie  qiie  nous  allons  rappeler  et  qui  nous  offrira  l'occasion  de  faire  (]uel(iues  remaiï|ues 
sur  les  signes. 

Pour  parvenir  d'une  man'ère  générale  aux  formules  dont  nous  parlons,  nous  eoiumcMi- 
cerons  par  donner  a  l'éiiuation  de  la  ligne  droite  une  forme  parliculière. 

Soit  LN  (fig.  103)  une  droite  (iiielconque  située  dans  le  plan  des  yx.  Abaissons  de  l'ori- 
gine sur  cette  droite  la  perpendiculaire  OG  =  q .  faisant  avec  les  axes  des  ^v  et  des  y  les 
aujjles  a  et  6  ,  comptés  positivement,  de  part  et  d'autre  de  ces  axes,  de  0°  à  -f-liS(i". 

M  étant  un  point  quelconque  de  la  droite  LN ,  la  projection  de  OM  sur  la  droite  OG  est 
égale  il  OG  elle-même.  Or  cette  projection  est  égale  à  la  somme  algébrique  des  projections 
de  labscisse  OP  et  de  l'ordonnée  PM  qui  forment  la  ligne  brisée  OPM  ,  feriiK'e  |)ar  OM, 
(n"  4).  (Pour  opérer  ces  projections  il  laudra  prolonger  de  part  el  d'autre  la  droite  OG). 
En  désignant  par  ^  et  y  les  coordonnées  du  point  M,  la  projection  de  OP  s'exprimera 
par  X  cos  a  et  celle  de  PM  pai'  y  cos  /),  en  ayant  (■gard  aux  signes  de.  *,  y.  cos  n. 
cos  b.  (Voyez  n»  20).  Donc  on  a 

.V  cos  «-(-y  cos  h  =  q 
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pour  l'équation  de  la  droite  LN.  Les  projections  positives  sont  dans  le  sens  OG  et  les  pro- 
jections négatives  dans  le  sens  GO.  La  quantité  OG  ou  q  est  donc  toujours  positive. 

Cherchons  à  introduire  dans  cette  équation  les  angles  \  et  ,a  que  la  droite  LN,  supposée 
décrite  dans  le  sens  LN  ,  fait  avec  les  axes.  Ces  angles  étant  comptés  positivement  de  part 
et  d'autre  de  ces  axes  de  0°  à  +180°. 

Si  l'on  imagine  une  force  Q  agissant  selon  LN  dans  le  sens  LN ,  on  voit  au  moyen  des 
Hgures  163,  164,  165,  166,  que  lorsque  cette  force  tend  à  faire  tourner,  autour  de  lo- 
rigine  0 ,  dans  le  sens  positif,  on  a 

et  6=180°  —  ).  ; 

tandis  que  lorsqu'elle  tend  à  faire  tourner  dans  le  sens  négatif,  compie  dans  les  fig.  167  , 
168,  169,  170,  on  a 

or=l80»  — p 
et  ft=À  . 

Ainsi  lorsque  0  tend  à  produire  autour  du  point  0  une  rotation  positive ,  on  a 
cos  (i=cos  u.  et  cos  h^=:  —  cos  >  et  l'équation  x  cos  a-\-  y  cos  b^=q  devient 

X  cos  p  —  y  cos  ),  =  g  ; 

mais  lorsque  cette  rotation  est  négative,  on  a  cos  a  =  —  cos  u.  et  cos  h=z  cos  >  et  l'équa- 
tion :r  cos  o+y  cos  i:=g    devient    — ^  cos  fi-|-y  cos).=5    ou 

X  cos  [X  ■ — y  COS  A  =  —  q. 

Si  donc  on  représente  par  la  quantité  positive  Q  l'intensité  d'une  force ,  par  ^ ,  y  les 
coordonnées  courantes  de  sa  direction ,  par  >. ,  p  les  angles  que  cette  direction  fait  avec 
les  côtés  positifs  des  x  et  des  y,  comptés  de  part  et  d'autre  de  ces  axes,  de  0°  à  +  180°, 
on  aura 

Q  (a^  cos  p  —  y  cos  X) 

pour  le  moment  de  cette  force  par  rapport  à  l'origine,  prise  pour  centre  des  momens ,  et 
cette  expression  sera  positive  ou  négative  selon  que  la  force  Q  tendra  à  faire  tourner  dans 
le  sens  positif  ou  dans  le  sens  négatif. 

Soit  P  une  force  positive  du'igée  d'une  manière  fiuelconque  dans  l'espace  et  agissant 
selon  la  droite  AB  de  A  vers  B  (fig.  171).  Son  moment  par  rapport  à  l'origine  0  serait 
Vp,  en  désignant  par  p  la  longuctn-  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  sa 
direction.  Ce  moment  peut  se  di'coniposer  en  trois  autres  qui  sont  les  momens  des  projec- 
tions de  la  force  P  sur  les  trois  plans  coordonnés.  Voir  les  traités  de  mécanique.  Soit  LN 
la  projection  de  AB  sur  le  plan  des  a^y,  Q  la  projection  de  P ,  laquelle  agira  selon  LN, 
et  q  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  LN. 

Le  produit  Qj  sera  le  moment  Pjo  décomposé  selon  le  plan  des  xy ,  ou  ce  qui  est  la 
même  chose,  ce  sera  le  moment  Pjo  estimé  par  rapport  à  l'axe  des  z. 
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("i'  moment  Qq  s'exprimera  donc  par 

O  (x  COS  y  —  y  COS  a) 

"/,  et  y.  étant  les  an[;les  que  LN  fait  avec  Ox  et  Oy.  et  2;,  y  les  coordonnées  couranlcs 
de  LN  ou  si  Ton  veut  les  cooi'données  courantes  de  AB. 

Cherchons  à  introduire  dans  cette  expression  les  angles  2.  S,  7  <ine  la  force  I'  fait 
avec  les  trois  axes,  comptés  de  0"  à  +  ISO". 

Menons  par  l'origine  une  droite  01,  parallèle  à  .\B  et  de  même  sens,  et  prenons  01 
égale  à  Tunité  linéaire,  .\chevons  le  parallélipipède  rectangle  dont  01  est  la  diagonale  ei 
ijui  s'appuie  sur  les  axes.   OK   étant  la  prijection  de  01  sur  les  Ty.  sera  parallèle  à   LN. 

La  force  P  pouvant  avoir  une  direction  nuelcon([uc.  sa  parallèle  01  pourra  se  trouver 
dans  l'un  quelconque  des  huit  angles  trièdres  formés  autour  de  l'origine  par  les  axes  des 
X.  y .  z  et  leurs  prolongemens.  C'est  ce  que  l'on  voit  dans  les  ligures  171 —  l'7S. 

Dans  chacune  de  ces  figures  OC  désigne  l'arête  du  parallélipipède  qui  coïncide  avec 

l'axe  des  x ,  OD  celle  qui  coïncide  avec  l'axe  des  y  et  OE  celle  qui  coïncide  avec  l'axe 

des  ;. 

On  aura  toujours 

10x=:î,     IOy=S.     10;  =  7.      KOjr  =  /.     KOy=:i. 


Lorsque  OC  est  sur  les  x  pos.  on  a 
\  lorsque  OC  est  sur  les  x  nég.  on  a 


I0C=2 
KOC=> 

10C=l.S(r—  y 
KOC=1SO''— / 


(  IOD=â 
Lorsque  OD  est  sur  les  y  pos.  on  a  < 


Lorsque  OD  est  sur  les  y  nég.  on  a 


rIOD=]S0"—  p 
'^KOD=1SO''  — :i 

Dans  tous  les  cas  on  a  OK^sin  7,  toujours  positive. 

Le  triangle  KOC  rectangle  en  C ,  donne 

OC=ORcosKOC        ou 
COS  lOC^  sin  7  COS  KOC. 

Cette  équation  devient .  lors(|ue  OC  est  sui-  les  x  positives 

COS  a=  sin  7  COS  À 
et ,  lorsque  OC  est  sur  les  x  négatives , 

COS  (180"  —  -j.)  =  sin  7  cos  (180"  —  '/  ) , 
OU  — cos  a=  —  sin  7  cos  / , 

ou  encore  cos  a  =  sin  7  cos  / . 

Le  triangle  KOD  rectangle  en  D  donne 
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OD=OK  cos  KOD  ou 

ros  l(:iD=  sin  •/  cos  KOD. 

Lorsque  OD  est  sur  les  y  positives,  il  vient 

cos  p=sin  7  cos  fx 
et  lorsque  OD  est  sur  les  y  négatives  il  vient  . 

cos  (ISO"  —  p)  =  sin  7  cos  (180°  —  y.)         c'est-à-dire  encore 
cos  p=sin  7  cos  a. 

La  force  P  l'ait  toujours  avec  sa  projection  Q  un  angle  aigu  égal  à  lOK ,   on  a  donc 

Q^P  cos  lOK  ; 
mais  on  a  toujours        cos  IOK=OK=sin  7 
donc  Q  =  Psin7. 

Les  irois  formules 

0=P  sin  7 

cos  y. 
COS  z^sui  7  cos  A         ou         cos  1=  -'. — 

sm  7 

cos  6 
cos  &=  sui  7  cos  u.         ou         COSm=  -. — - 

(•tant  reconnues  générales,  la  formule 

Q  {a:  cos  y,  —  y  cos  X)        devient 

„     .        ^    cos  6  cos  y-\ 

P   sm  7  (  ^  -        —  y  -. )     ou  smiplemenl 

V     sm  7  sm   7/ 

P  [s  cos  p  —  y  cos  z). 

Telle  est  l'expression  du  moment  de  la  lorce  P,  projetée  sur  le  plan  des  .r  y. 
Les  variables  x  et  y  désignent  les  coordonnées  courantes  de  la  direction  de  celte  force. 
Ia(]uellc  est  ici  regardée  comme  essentiellement  positive. 
Au  moyen  de  la  permutation  tournailte  basée  sur  ce  tableau 

»,        y.         ',        ■■'■,        p,        V, 
«,        ^,         y.        7'        ":         P' 

(in  aura  ,  en  substituant  aux  lettres  de  la  première  ligne  celles  de  la  seconde , 

P  (2  cos  j.  —  X  cos  7)  , 
et  faisant  la  même  substitution  dans  celte  dernière ,  il  viendra 

P  (y  cos  7  —  z  cos  p). 

Ce  sont  les  momens  des  projections  de  P  sur  les  plans  des  xz  et  des  yz. 
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Yovez  l'explication  de  celte  permutation  tournante  dans  la  mécanique  de  Poisson. 

On  considère  ordinairement  x.  y.  :  comme  les  coordonnées  du  point  d'application  de 
la  force  P,  mais  ces  lettres  représentent  plus  généralement  les  coordonnées  courantes  île 
sa  direction. 

Les  expressions  P  {.x  cos  ^  -  y  cos  i) 

P  ':  cos  j.  —  X  cos  7) 
P  (y  cos  7  —  -  cos  S) 

supposent  que  la  rotation  positive  autour  de  chacun  des  axes  0;,  Oy.  O.r,  a  lieu  dans  le 
sens  indiqué  par  la  flèche  du  style  s  (fig.  179),  quand  on  place  ce  style  sur  le  côté  positif 
de  ces  axes .  la  pointe  étant  tournée  vers  l'orijjine. 

Si  l'on  suppose  que  .\B  (,%.  ISO  représente  la  force  P  en  gi'andeuret  en  tiirection  .  le 
moment  de  cette  force,  par  rapport  au  point  0,  sera  représenté  par  le  double  de  l'airi' 
du  triangle  .\B0.  La  projection  de  ce  moment  sur  le  plan  des  o-y .  est  représentée  par  le 
double  de  l'aire  du  triangle  -\  B  0.  iirojection  du  triangle  .VBO  sur  ce  plan. 

Pour  déterminer  l'axe  du  moment  ^..^BO,  on  élèvera  une  perpendiculaire  D  01)  sui-  le 
plan  ABO,  et  l'on  choisira  celle  des  parties  OD  ou  OD'  pour  la(]uelle  la  flèche  du  style 
s'accorde  avec  le  sens'  du  moment,  quand  on  place  le  style  sur  cette  partie,  la  pointe  ('tant 
en  0.  Dans  notre  figure  l'axe  serait  OD  et  non  OD'. 

Si  l'on  donne  différentes  positions  au  système  ABOD ,  sans  changer  la  position  relative 
de  ses  parties ,  en  donnant  à  l'axe  OD  différentes  directions  dans  l'espace .  on  voit  facile- 
ment que  le  sens  du  moment  2.\  B'O  restera  le  même  tant  que  langlc  DO;  sera  aigu . 
mais  qu'il  changera  lorsque  cet  angle  sera  obtus. 

Lorsqu'on  connaîtra  le  sens  d'un  moment  autour  d'un  axe  D  OD  (fig,  ]81'.  pour  con- 
naître le  sens  de  sa  projection  autour  d'un  axe  E'OE,  ou  sur  un  plan  perpendiculaire  a 
E  'OE ,  on  placera  la  pointe  du  style  en  0  et  l'on  couchera  le  style  sur  celle  des  parties  OD 
ou  OD'  pour  la(iuelle  la  flèche  du  style  est  conforme.  Puis  on  transportera  le  style,  la 
pointe  restant  en  0  ,  sur  celle  des  parties  OE  ou  OE  '  qui  fait  un  angle  aigu  avec  la  pre- 
mière. Dans  cette  position  la  flèche  du  style  indiquera  le  sens  du  moment  projeté  autour 
de  E'OE. 

Si  la  droite  E'OE  est  perpendiculaire  à  D'OD,  le  moment  projeté  est  nul. 

Soit  a  le  double  de  l'aire  du  triangle  ABO  [fig.  182],  désignons  par  q,  5  .  g  les 
angles  que  OD  [supposé  l'axe  du  moment  2, ABO)  fait  avec  les  axes  0^,  Oy,  Oi.  et  par 
p ,  p'.  p"  les  projections  de  l'aire  a  sur  les  plans  des  yz  .  xz,  xy.  nous  aurons 

p^a  cos  q.  p'=a  cos  q',  /)'  =  a  COS  9". 

en  ayant  égard  aux  signes  des  cosinus  pour  déterminer  les  signes  des  projections. 

L'aire  o  est  toujours  positive  relativement  à  son  axe  OD  lequel  a  été  choisi  en  consé- 
quence. 
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Soit  h  la  projection  de  l'aire  a  sur  un  quatrième  plan  que  nous  supposerons  perpendi- 
rulaire  à  la  droite  E'OE .  on  aura 

b:=a  cos  DOE. 

Selon  que  l'angle  DOE  sera  aigu  ou  obtus ,  h  sera  positive  ou  négative  par  rapport  à 
l'axe  OE :  ce  ([ui  signiiie  que  lorsque  h  sei'a  positive  le  style  devra  être  placé  sur  OE  poui- 
s'accorder  avec  le  sens  du  moment  h ,  et  que  lorsque  h  est  négative ,  le  style  doit ,  poui 
cet  effet    être  placé  sur  son  prolongement  OE'. 

En  nommant  ni,  m',  m"  les  angles  que  OE  fait  avec  Ox ,  Oy .  0=,  on  a  , 

cos  D0E==COS  q  cos  m-\-COS  q'  cos  »i'  +  COS  q"  COS  m'' 

formule  dont  la  généralité  a  été  démontrée  au  n°  18. 
Multipliant  par  a  il  vient 

a  cos  DOE=  a  cos  q  COS  m-\-a  COS  q'  COS  m'  -\-a  COS  q''  COS  »i'' 
OU  h=:p  COS  m -\- p' COS  m,  -\-p'' COS  m" 

formule  dans  laquelle  il  faut  avoir  égard  aux  signes  de  tous  les  facteurs  (jui  y  entrent. 

Nous  allons  vérifier  la  règle  des  signes  siu-  le  terme  p  cos  m. 

Soit  1"  p  positif  et  cos  m  positif,  (fig.  183). 

p  positif  nous  indique  que  l'angle  q  ou  DO.^  est  aigu,  car  />=»  cos  q:  ainsi  pour 
désigner  le  sens  du  moment  p  le  style  d'abord  placé  sur  OD  a  été  transporté  sur  Ox.  De 
plus  m  ou  EO^  étant  aigu ,  le  style  se  transporte  de  Ot  sur  OE .  et  le  moment  p  cos  m 
est  positif  par  rapport  à  OE. 

Soit  2"^  pos.  et  cos  m  nég.  fig.  184. 

Le  style  d'abord  placé  sur  0^  ,  à  cause  de  p  positif,  se  transporte  sur  OE'.  prolonge- 
ment de  OE,  en  décrivant  l'angle  aigu  aOE'  qui  est  supplément  de  l'angle  obtus  m. 

Ainsi  le  moment  p  cos  m  est  négatif  par  rapport  à  OE. 

3°  p  nég.  et  cos  m  pos.  fig.  183. 

Le  style  d'abort!  placé  sur  le  prolongement  de  Ox,  à  cause  de  p  négatif,  se  transporte 
sur  OE'  en  décrivant  im  angle  aigu  égal  à  m  comme  opposé  au  sommet.  Le  moment 
p  cos  m  est  négatif  par  rapport  à  OE. 

4"  p  nég.  et  cos  m  nég-  fig.  18fi. 

Le  style  placé  sur  le  prolongement  de  Ox  se  transporte  sur  OE  en  décrivant  un  angle 
aigu  sup|)lément  de  l'angle  obtus  m.  Le  moment  p  cos  m  est  positif  par  rapport  a  OE. 

La  règle  des  signes  est  donc  toujours  vérifiée.   On  en  dira  autant  des  termes  p'cosm 
et  p" cosm". 

La  formule 

b=p  cos  m  -\-p'  cos  m' -\- p"  COS  m'' 

nous  montre  ([ue  pour  projeter  un  moment  a  pris  par  rapport  à  un  axe  OD ,  sur  im  axe 
OE,  on  peut  le  projeter  d'abord  siu'  les  trois  axes  Ox,  Oy,  0=  ,  puis  projeter  ces  projec- 
tions sur  OE  et  en  faire  la  somme  algébrique. 
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Des  Couples. 

58.  Ce  qui  procède  est  conforme  à  la  théorie  ordinaire  des  momens  ;  mais  M.  Poinsot, 
dans  ses  Elémens  de  statique,  ayant  substitué  de  la  manière  la  plus  heureuse  la  théorie 
des  couples  à  celle  des  momens,  nous  allons  appliquer  à  cette  nouvelle  théorie  l'usage 
du  style  de  rotation  et  la  méthode  générale  des  projections  des  lignes  droites. 

Deux  forces  (P,  — P)  égales,  parallèles  et  dirigées  en  sens  contraire  constituent  un 
couple.  Lorsque  ce  couple  est  appli([ué  à  un  corps,  on  peut,  sans  changer  son  effet, 
I"  le  faire  tourner  dans  son  plan ,  2°  le  déplacer  dans  son  plan ,  3°  le  trans|)orter  dans  un 
plan  parallèle.  (Voir  l'ouvrage  cité.') 

L'énergie  d'un  couple  (P,  —  P)  se  mesure  par  le  produit  Vh  de  l'une  des  forces  et  de 
leur  distance  h  cpie  l'on  nomme  le  bras  de  levier  du  couple. 

L'axe  d'un  couple  est  en  général  la  perpendiculaire  menée  au  plan  de  ce  couple:  mais 
nous  donnerons  à  ce  mot  un  sens  plus  restreint.  Comme  il  est  nécessaire  de  ilélerminer  le 
sens  dans  lequel  le  couple  agit  autour  de  son  axe,  nous  entendrons  par  axe  du  couple  celle 
des  deux  jiarties  de  la  perpendiculaire  élevée  à  son  plan ,  |>our  laquelle  le  sens  de  la  flèclie 
du  style  de  rotation  coïncide  avec  le  sens  du  couple,  lorsqu'on  place  le  style  sur  cette  partie, 
la  pointe  étant  à  l'intersection  de  cette  perpendiculaire  avec  le  j^lan. 

Il  convi<MU  même  de  restreindre  encore  le  sens  du  mot ,  en  entendant  par  axe  du  couple 
une  partie  de  l'axe  égale  à  un  nombre  d'unités  linéaires  marqué  par  Ph\  P  étant  un 
nombre  d'unités  de  force  et  h  un  nombre  d'unités  de  longueur. 

De  cette  manière  l'axe  d'un  couple  fera  connaître  3°  la  direction  du  jilan  du  couple, 
2°  le  sens  du  couple,  3°  son  énergie. 

Comme  le  plan  d Un  couple  peut  être  transporté  parallèlement  à  lui-même,  on  pourra 
toujours  le  faire  passer  par  l'origine  des  coordonnées.  Nous  supposerons  à  l'avenir  (|u'on 
en  a  agi  ainsi  pour  tous  les  cou|)les. 

Deux  coLi|iles  peuvent  être  composés  en  un  seul  qui  en  est  le  couple  résultant.  (Voyez  la 
statique  de  M.  Poinsot.) 

On  a  à  cet  égard  le  parallélogramme  des  couples,  analogue  au  parallélogramme  des  forces. 

Ainsi  0  étant  l'origine  et  OA,  OB  les  axes  de  deux  couples  (fig.  1S7  et  ISS),  la  diagonale 
OD  est  l'axe  du  couple  résultant. 

La  loi  de  continuité  est  observée  dans  ces  figures,  car  si  l'on  fait  tourner  OD  autour  de  0 
pour  ramener  cette  droite  sur  OA  ou  sur  Oli,  la  flèche  du  style  de  OD  co'incidera  avec  les 
flèches  de  OA  et  OB.  Il  doit  toujours  en  être  ainsi.  En  eifct  si  l'on  suppose  que  le  couple, 
dont  OA  est  l'axe,  diminue  d'énergie  jusqu'à  devenir  nul.  l'axe  du  couple  résultant  se  rap- 
prochera de  OB  et  finira  [lar  coïncider  avec  cette  droite .  en  même  temps  <]u'il  deviendra 
égal  a  OB.  Il  faut  donc  que  le  sens  de  la  flèche  de  OD  soit  d'avance  tel  qu'il  puisse  coïn- 
cider avec  celle  de  OB. 
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On  a  aussi  le  parallélépipède  des  couples.  Soient  OA,  OB,  OC  les  axes  de  trois  couples 
(fig.  1S9).  Le  premier  et  le  second  couple  se  composent  en  un  seul  dont  OD  est  l'axe,  et 
ce  dernier  se  compose  avec  le  troisième  eu  un  couple,  dont  l'axe  est  OE  diagonale  du 
parallélépipède  construit  sur  OA.  OR  et  OC. 

Le  sens  de  ce  couple  résultant  est  indi(iué  par  la  flèche  du  style  placé  sur  OE,  la  pointe 
étant  tournée  vers  0. 

Soit  un  nombre  quelconque  de  couples  (P,  — P),  (P',  —  P'),  (P",  —  P") dont  les 

axes  seront  OA,  OB,  OC,  OD  (lig.  190).  Nous  n'en  prendrons  que  quatre  pour  ne  pas  com- 
pliquer la  figure.  Pour  trouver  l'axe  du  couple  résultant  on  construira  un  parallélogramme 
sur  OA  et  OB,  puis  un  second  parallélogramme  sur  la  diagonale  du  premier  et  sur  OC,  et 
enfin  un  parallélogramme  sur  la  diagonale  de  ce  second  et  sur  OD.  La  dernière  diagonale 
sera  l'axe  du  couple  résultant. 

Cette  construction  revient  à  mener  AQ  égale  et  parallèle  à  OB  et  de  même  sens ,  puis 
OR  ('gale  et  parallèle  à  OC  et  de  même  sens ,  et  enfin  RS  égale  et  parallèle  à  OD  et  de  même 
sens.  La  droite  OS  menée  de  l'origine  à  l'exirémité  du  polygone  OAORS,  sera  l'axe  du 
couple  résultant.  Celte  droite  OS  n'est  autre  chose  (jue  la  résultante  du  contour  OAQRS. 

L'ordre  dans  lequel  on  procède  est  inditl'érent.  (N"  o.) 

Un  cas  particulier  a  lieu  lorsque  les  axes  OA,  OB,  OC,  OD  des  momens  coniposans  sont 
situés  sur  une  même  droite,  comme  dans  la  fig.  191. 

On  commencera  si  l'on  veut  par  OA,  puis  on  prendra  OQ  égale  à  OB  et  de  même  sens, 
puis  OR  égale  à  OC  3t  de  même  sens ,  enfin  RS  égale  à  OD  et  de  même  sens.  La  résultante 
est  ici  OS.  C'est  l'axe  du  couple  résultant  et  le  sens  de  ce  couple  serait  indiqué  par  la 
flèche  du  style  placé  sur  OS  ,  la  pointe  en  0. 

Dans  ce  cas  particulier  le  couple  résultant  est  égal  à  la  somme  de  ceux  dont  les  axes  sont 
tlirigés  d'un  côlc,  moins  la  somme  de  ceux  dont  les  axes  sont  dirigés  du  côté  opposé. 
Revenons  au  cas  général  où  les  couples  ont  leurs  axes  OA,  OB,  OC,  OD....  dirigés  d'une 
manière  quelconque  dans  l'espace  (fig.  190).  Décomposons  chacun  d'eux  en  deux  autres 
dont  l'un  aura  son  axe  sur  une  croile  MON  et  l'autre  sur  une  perpendiculaire  à  cette  droite 

Considérons  à  part  ceux  des  couples  composans  dont  l'axe  est  sur  MON  et  regardons 
comme  positifs  ceux  dent  le  sens  serait  marqué  par  le  style  placé  sur  ON ,  la  pointe  en  0. 

On  sait  que  la  somme  algébrique  des  couples  projetés  sur  MON  est  équivalente  à  un 
couple  dont  l'axe  serait  égal  à  la  somme  algébrique  des  projections,  sur  cette  droite ,  des 
côtés  du  polygone  OAQRS....,  laquelle  somme  est  égale  à  la  projection  de  la  résultante  de 
ce  polygone. 

Si  donc  on  demandait  quelle  direction  il  faut  donner  ii  MON  pour  que  cette  somme  soit 
un  maximum ,  on  voit  qu'il  laudiait  faire  conicider  cette  droite  avec  la  résultante  du  poly- 
gone; car  la  projection  d'une  droite  est  un  maximum  lorsqu'on  la  projette  sur  elle-même 
ou  sur  une  droite  qui  lui  est  parallèle. 

Nous  placerons  le  côté  positif  ON  sur  la  résullanle  (et  non  sur  son  prolongement),  afin 
(jue  la  somme  maxima  soit  positive. 
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(In  voit  que  la  somme  des  projections  sera  nulle  sur  lente  droite  perpendiculaire  à  la 
résultante,  et  que  sur  toute  autre  di'oite  faisant  avec  la  résultante  un  angle?,  elle  sera  égale 
à  la  somme  maxima  multipliée  par  cos  r3. 

Menons  par  l'origine  trois  axes  rectangulaires  0.î,  Oy,  Oi,  et  considérons  toujours  notre 

polygone  OAQRS Achevons  le  parallélépipède  dont  OA  est  la  diagonale  et  (|ui  s'ai)|iuii' 

sur  les  axes  coordonnés  (fig.  192).  Achevons  de  même  le  parallélépipède  dont  AO  est  la 
diagonale  et  dont  les  cotés  sont  parallèles  à  ces  axes  et  ainsi  de  suite. 

!Nous  pourrons  rem[)laccr  le  côté  OA  par  le  polygone  trilatéral  Oah.K,  de  même  AO  par 
Xa'h'Q,  OR  par  Oa"b''?y.  cl  ainsi  île  suite.  De  celte  manière  le  polygone  OAQRS....  sera 
remplacé  par  un  polygone  0«6Aa7)'Oa"t"R....  d'un  nombre  de  côtes  triple  et  qui  auia 
('vidennnent  la  même  résullanle. 

Rem|)!açons  ce  dernier  polygone  par  un  anli-e  dont  les  côtés  seront  respectivement  égaux 

et  parallèles  à  Oa,  Xa',  Qa",....  ab,  a'b',  a"b", b.K,  b'Q,  h"R et  qui  seront  pris 

dans  cet  ordre-  Le  premier  groupe  se  com[)osera  de  droites  toutes  situées  sur  l'axe  des  x 
et  se  réduira  à  un  seul  côté  OT  (fig.  IKS),  placé  sur  cet  axe  et  égal  à  la  somme  algébrique 
des  côtés  On,  Aa',  Aa  '....  Le  second  gron|)c  se  réduira  a  un  seul  côté  TU  parallèle  aux  y. 
et  le  troisième  groupe  à  nn  côté  UV  parallèle  aux  ;.  Les  droites  OT,  TU,  UV  pourront  éiic 
positives  ou  négatives.  Dans  notre  ligure  elles  sont  toutes  trois  positives. 

11  est  visible  que  OV  sera  encore  la  résultante  du  polygone  OAQRS.... 

Dca  momens  cl  des  couples  représentés  par  des  aires 

Etant  donné  un  couple  (P,  —  P)  dont  l'énergie  est  P/t,  transportons  son  plan  parallèle- 
ment a  lui-même  pour  le  faire  [tasser  par  l'origine.  Menons  dans  ce  plan  et  à  |iaiiir  de 
l'origine  une  droite  égale  à  h  (fig.  J94).  Menons  de  plus  dans  ce  plan  une  droite  perpen- 
diculaire à  h,  passant  par  son  extrémité  et  égale  à  un  nombic  P  d'unités  linéaires.  Le  |)ro- 
duit  P/i.  (|ui  expi'ime  l'énergie  du  couple,  exjM'imera  aussi  le  double  de  l'aire  du  triangle 
dont  la  base  serait  P  et  la  hauteiu'  /(. 

L'axe  du  couple  (P,  —  P)  est  une  droite  OA  égale  à  un  nombre  Vh  d'unités  linéaires. 

Menons  par  l'origine  une  droite  ON  et  nommons  y  l'angle  AON.  La  projection  de  0\  sui- 
ON  sera  OA  cos  o,  positive  ou  négative  selon  (|ue  o  sera  aigu  ou  obtus. 

Projetons  l'air  Vh  sur  le  plan  perpendiculaire  à  ON,  et  regardons  comme  l'angle  dièdre 
de  ces  plans,  celui  qui  est  mesuré  par  y  (et  non  par  le  supplénieul  de  o).  Celte  pi'ojection 
s'exprimera  par  Vh.  cos  y  et  sera  aussi  positive  ou  nc-gative  selon  que  o  sera  aigu  o;i  o!)Ims. 

De  cette  manière  la  projection  de  l'axe  OA  sur  ON  et  la  projection  de  l'aire  Vh  snv  le 
plan  perpendiculaire  à  ON  seront  de  même  signe  et  ex|irimées  par  un  même  nombre 
d'unités,  d'une  paît  unités  linéaires,  d'autre  paît  unités  de  superficie. 

On  en  dira  autant  des  autres  couples  (P',  —  P'),  (P"  —  P"}....  représentes  par  des 
aires  Vh',  V"h",  e'.c. 
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Si  donc  on  couche  ON  sur  la  résultante  du  polygone  OAQR S....  et  que  l'on  projette, 
comme  il  vient  d'être  expliqué,  toutes  les  aires  Vh,  V'h',  P"/i"...  sur  le  plan  perpendi- 
culaire à  ON,  la  somme  de  ces  aires  projetées  sera  pins  grande  que  sur  tout  autre  plan. 

Elle  s'exprimera  par  un  nombre  d'unités  de  superficie  égal  au  nombre  d'unités  linéaires 
contenues  dans  la  résultante  du  polygone  OAORS.... 

La  somme  des  aires  projetées  serait  nulle  sur  tout  plan  perpendiculaire  au  plan  de  la 
projection  maxima  et  sur  tout  plan  faisant  avec  ce  dernier  un  angle  S,  elle  serait  égale  à  la 
projection  maxima  multipliée  par  cos  3. 

Si  l'on  projette  chacune  des  aires  Ph,  P'/t',  ?''h"....  sur  les  plans  des  yz,  des  xz  et  des 
mj,  et  que  l'on  nomme  S,  S',  S"  la  somme  algébrique  des  aires  projetées  sur  chacun  de 
ces  plans,  on  voit  que  S  aura  le  même  signe  que  OT  (fig.  11)3)  et  sera  exprimée  par  un 
nombre  d'unités  de  superficie  égal  au  nombre  d'unités  linéaires  contenues  dans  OT,  de 
même  S'  sera  numériquement  égale  à  TU  et  de  même  signe,  et  S"  numériquement  égale 
à  UV  et  de  même  signe. 

La  somme  maxima  des  projections  de  toutes  les  aires  sera  celle  formée  sur  le  plan  per- 
pendiculaire à  OV,  diagonale  du  parallélépipède  construit  sur  OT,  TU  et  UV.  Elle  sera  ex- 
primée en  nombre  par  celui  des  unités  linéaires  de  cette  diagonale ,  laquelle  est  identique 
avec  la  résultante  tlu  polygone  OAQRS.... 

Désignant  cette  somme  maxima  par  ï ,  on  aura  " 


1=  \/S'-l-S'^  +  S"^ 
et  eu  nommant  a,  b,  c,  les  angles  que  OV  fait  avec  Ox,  Ùy,  Oa ,  on  aura 

S" 


OT        S 

TU         S' 

UY 

cos  o  =  — ■  =  —  , 

cos  6  =  —  =  —  , 

cos  c  =  —- 

OV        X 

OV 

OV 

Soient ,  par  exemple ,  Sr=  —  3.  S'  =  +  4  ,  S"  =  —  S  . 

On  porterait  à  partir  de  l'origine  une  longueur  de  3  unités  sur  les  x  négatives ,  une 
longueur  de  4  imités  sur  les  y  positives  et  une  longueur  de  5  unités  sur  les  z  négatives- 
La  diagonale  du  parallélépipède  construit  sur  ces  trois  lignes  serait  perpendiculaire  au 
plan  maximum  des  aires. 

La  longueiu'  de  cette  diagonale  représentera  l'énergie  du  couple  résultant  :  et  en  plaçant 
le  style  sur  celte  diagonale,  la  pointe  étant  en  0,  le  sens  de  ce  moment  résultant  sera  in- 
diqué par  la  flèche  du  si  vie. 

D'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  le  plan  maximum  des  aires  est  celui  pour  lequel  la 
somme  des  aires  projetées  positives  dirt'ère  le  plus  (numériquement  parlant)  de  la  somme 
des  aii'es  projetées  négatives.  Pour  le  plan  perpendiculaire  au  plan  maximum,  ces  deux 
sommes  sont  numériquement  égales. 

On  suppose  donc  toujoiu's  tacitement  que  les  aires  représentent  des  couples.  Les  angles 
(|ue  forment  les  plans  de  ces  aires  avec  le  plan  de  projection  étant  mesurés  par  ceux  que 
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forment  les  a\es  de  ces  couples  avec  une  perpendiculaire  élevée  au  plan  de  projection . 
d'un  ceitain  côté  de  ce  plan. 

Si  les  aires  ne  représentaient  plus  des  couples,  on  ne  pourrait  pas  fixer  son  ciioix  sin- 
celle  des  deux  parties  de  la  perpentliculaire  élevée  au  plan  d'un  couple,  (]ui  doit  servir 
d'axe .  et  par  conséquent  on  serait  incertain  dans  le  choix  de  celui  des  deux  anj^les  sup[)l(''- 
meniaires  qui  devi'ait  mesurer  linclinaison  tie  cette  aire  sur  le  plan  de  projeclion. 

Par  exemple,  les  poly{;ones  OAOB  et  OVOR'  (fig.  19o)  dans  lesquels  QR  est  égale  et 
directement  opposée  à  OR.  répomlent  liiii  el  l'autre  a  un  même  système  de  trois  aires 
planes  qui  sciaient  respectivement  perpendiculaires  et  ]MOiiortionnelles  a  ()\.  \Q.  et  OR. 
Or  si  ces  aires  ne  représentent  pas  des  couples,  rien  ne  peut  fixer  le  choix  entre  OR  et 
OR',  et  par  conséquent  on  ignore  si  la  résultante  est  OR  ou  OR  et  si  le  [ilan  maximum 
est  perpendiculaire  à  OR  ou  ;i  OR' 

Si  Ion  demandait  en  général  le  plan  de  la  projection  maxima  d'un  nombre  »  daires 
qui  ne  représenteraient  plus  des  couples  ou  des  momens,  il  est  facile  de  voir  ipren  |)re- 
uant  ad  lihitum  une  des  deux  paities  de  la  perpendiculaire  à  chacune  dcsaues.  et  en 
i'aisant  toutes  les  combinaisons  possibles,  on  aurait  un  nombre  de  solutions  manjuc 
[)ai-  2". 

Le  problème  du  plan  maximum  des  aires  n  a  donc  plus  aucun  sens  en  géonK'lrie  puie 

I,a  composition  et  la  décomposition  des  couples  conduit  directement  a  la  composition  et 
a  la  décomposition  des  momens;  car  la  mesure  d'un  moment  Pjo,  pris  par  rapport  a  l'o- 
rigine, est  aussi  celle  d'un  couple  (P,  —  P)  dont  le  bras  de  levier  serait/).  L'un  et  l'autre 
sont  repi'ésentés  par  le  double  de  l'aire  d'un  liiangle  dont  la  base  serait  P  el  la  hauteur  jj. 

Mais  ridée  d'un  couple  est  bien  plus  ;;én(''ralc  [luisi^i'il  peut  être  transporté  et  tourné 
comme  on  veut  dans  son  |ilan  ou  ilans  tout  autre  plan  parallèle. 

Prenons  toujours  les  forces  P'.  P",  P  '....  rpie  nous  avons  considén^es  tout-à-l'heure 
et  cjui  sont  dirigées  d'une  manière  (]uelconqiie  dans  1  espace-  Désignons  par  x,  p,  7,  les 
angles  que  P  fait  avec  les  axes,  et  par  x  y  :  les  coordonnées  courantes  de  sa  direction; 
désignons  par  a',  p\  •/',  x',  y',  z'  les  (luantités  analogues  pour  la  force  P'  et  ainsi 
de  suite. 

Décomposons  les  momens  de  ces  foires ,  i  iris  par  rapport  à  l'origine ,  en  trois  autres 
qui  seront  leurs  |)rojections  sur  les  trois  plans  coordonnés.  Faisons  la  somme  algébrique 
de  tous  les  momens  projetés  sur  les  plans  des  yz.  des  sz  et  des  xy  et  désignons  ces  trois 
sommes  par  L.  M,  iN,  nous  aurons  (n"  37)  : 

P(ycosv  — .-!Cos^)4-P'(y'cos7'—  l'cosf.O +  P''vy"cos7"  —  3"cosS")+etc.  =  L 

P(=COSa  — XC0S7)  +  P'(3'c0Sx'  — J-  COS  7')  +  P"  fl  '  COS  a"  — :!:  ''COS7  ' ')  +  etC.  =  M 
p  (ar  COS  p  —  ycos  y.)  +  P  '  (x'  COS  p'  —  y>  cos  y.)  +  P'  '  (x"  cos  &" —  y'  COS  y  )  +  elc.  =N 

Les  trois  momens  L,  M,  N  peuvent  se  composer  en  un  seul  qui  sera  le  moment  résultant 
de  toutes  les  forces  P,  P'.  P"  etc. 
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Ces  (juantités  ne  sont  autre  chose  que  celles  que  nous  avons  désignées  par  S,  S',  S". 

savoir  : 

L  =  S     ,  M  =  S'     ,  N  =  S". 

Cela  nous  dispense  d'indiquer  de  nouveau  le  moyen  de  construire  le  parallélipipèdc  siu- 
les  lignes  placées  sur  les  axes  et  représentées  numériquement  par  L.  M,  N,  en  ayant  égard 
aux  signes,  et  la  manière  de  déterminer  le  sens  du  moment  résultant  dont  l'axe  est  la 
diagonale  de  ce  parallélipipède. 

Remarque  sur  une  inexactitude  de  rédaction  que  l'on  rencontre  dans  les 

irai  (es  de  statique. 

59.  Puisque  j'ai  rappelé  la  théorie  des  couples  de  M.  Poinsot,  telle  qu'elle  est  exposée 
dans  ses  Elcmens  de  statique,  je  ferai  ici  une  remarque  qui  s'appliquera  à  trois  passages  de 
cet  excellent  ouvrage  et  aux  passages  analogues  de  plusieurs  autres  traités  de  statique. 

Au  n°  95  les  forces  P',  P",  P'"...  situées  dans  un  même  plan  et  ayant  des  directions 
quelconques,  sont  considérées  comme  essentiellement  positives.  H  est  alors  nécessaire  de 
considérer  aussi  comme  essentiellement  positive  non  seulement  la  résultante  R  de  ces 
forces,  mais  encore  la  force  R  qui  lui  est  égale  et  directement  opposée.  La  première  faisant 
avec  l'axe  des  x  l'angle  a,  la  seconde  l'angle  a  +  1S''°- 

En  faisant  pour  abréger 

p/cos  a'+P"cos  z"  +  P"'cos  x"'  +  etc.  =X  ] 

P'sin  :t'  +  P''sin  a"4-P"'sin  a"'  +  etc.  =Y  '  /-^j 

P'  (j/'cos  -j.'—x'=:m  a')4-P''(2/"cos  a''— ;r"sin  z'')+etc.=G) 

On  aura ,  en  joignant  au  système  la  force  R  égale  et  directement  opposée  à  la  résul- 
tante ;  les  équations  de  l'équilibre 

X  +  Rcos  (ï4-lS0'')=0 
Y-fRsin  (c/.-flSO")  =0 
G  +  R  [y  cos  (a  +  \  80")  —  X  sin  (x  +  dSO")  ]  =0 

Ces  équations .  à  cause  de    sin  {-j.  -\- 180")  ^=  —  sin  j.  ,    et    cos  {-j-  +  180°)  =  —  cos  x 

deviennent 

X  — Rcos'^  =  0 

Y  —  R  sin  y.=0 

G  —  Vk.  {y  cos  a  —  X  sin  ï)  ^0 

Dans  les  équations  (a),  les  angles  x',  2",  a'"....  se  comptent  de  0°  à  360". 
Le  sens  positif  des  angles  va  des  x   positives  vers  les   y  positives.   L'angle   a +180" 
pourra  dépasser  360°. 
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La  troisième  de  ces  équations  (a)  suppose  que  le  sens  positif  de  rotation  va  des  x  |>osi- 
tives  vers  les  y  négatives.  Il  serait  plus  naturel  de  faire  coïncider,  selon  l'usage,  le  sens 
positif  de  rotation  avec  le  sens  positif  des  arcs  et  d'éciiie  en  conséquence 

P'  (.r'sin  y'—  ij'  COS  :<')  +  I"'  C-^'''  S""  '■^"  —  y"  cos  :<")+etc.  =G. 

An  n''  10(5  du  même  ouvrage,  les  forces  P',  P",  P'"....  dirigées  d'une  manière  quel- 
conque dans  l'espace,  sont  essentiellement  positives.  La  force  P'  forme  avec  les  côtés  po- 
sitifs des  X,  des  y  et  des  =,  les  angles  y.',  p'.  ■/'.  comptés  positivement  de  part  et 
d'antre  des  axes,  de  0°  à-|-lSO°.  La  force  P"  forme  les  angles  y.''.  ^",  ■/"  et  ainsi 
de  suite. 

En  décomposant  chacune  des  forces  en  trois  autres  parallèles  aux  axes  et  nommant  X  . 
Y ,  Z  les  sommes  des  comi>osantcs  relatives  à  chaque  axe ,  on  a 

P'  cos  :<'4-P"cos  a"+P'"cos  a"'-fetc.  =X 
P'cos^'4-P'''cos^"-hP"'cos  ^"'+elc.  =Y 
P'  cos  -/'  4-  P"  cos  ■/"  -f  P'"  cos  •/"  4-elc.  =Z. 

Si  R  est  la  résultante  des  forces,  faisant  avec  les  axes  des  angles  a,  ^,  y,  on  produira 
l'équilibre  en  ajoutant  au  système  une  force  R  (et  non  pas  — R)  égale  et  directemeni 
opposi'e  à  la  résultante  et  faisant  avec  les  axes  les  angles  ISO"  —  y..  JSO"  —  p  ,  180°  —  ■/ . 
tous  positifs  et  compris  entre  0"  et  J80". 


On  a  alors 


ou  plus  simplement 


X  +  R  cos  (180"  —  7.)  =0 
Y-f-Rcos(180"  — ^)=o 
Z-(-R  cos  (ISO"— 7)=o 

X  —  R  cos  z=o 
Y  —  R  cos  ^  =  0 
Z  —  R  cos  •/=(> 


On  arrive  ordinairement  à  ces  équations  en  commettant  deux  erreurs  qui  se  compensent: 
la  première  consiste  ii  désigner  par  —  R  la  force  égale  et  directement  opposée  à  la  résul- 
tante R ,  la  seconde  consiste  à  supposer  qu'elle  fait  avec  les  axes  les  angles  2 ,  6 ,  ■/ ,  au 
lieu  de  180"— 7.,  180"— §.  180°  — 7. 

Les  trois  autres  équations  de  l'équilibre  s'obtiennent  en  posant 

P'  {y'  cos  7' —  z-  cos  ^')  +  f  "  :'y"cos  7"—  :''  cos  ^")  +etc.  =L 

P'  ;='  cos  y.'  —  x'  cos  7O  4-  P"  (  =  "  cos  a"  —  x"  COS  y")  +  OtC.  =M 

P' (3:' cos  S'— j^' COS  :<'j-fP'^(.r"cos^''  — y"cos  a")  -f-etc.  =X. 

Puis  en  ajoutant  toujours  la  force  R  ('gale  et  opposée  à  la  résultante,  on  a 

L  +  R  [ycosM80"  — 7)— 3C0S  (180- —  f.)  ]  =0 
M  +  R  [  =  cos  (180°  —  y)  —  x  cos  (180°  —7)  ]  =0 
N  +  R  [xcos  (180"  —  ^)  —  y  cos  (180"  — :/.)]=:  0 
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OU  simplement 

L  —  R  (y  cos  7  —  '  cos  'p]=o 

M  —  R  (2  cos  a  —  X  cos  y):=0 
N  —  R  (x  cos  p  —  y  cos  z)  =0  . 
M.  Poinsot  pose 

P'  (l'cos  [5'  — y'cos7'j  +  P"(3''cos  ^''  —  y"  cos  7")  + etc.  =L 
P'  (X'  cos  7'— 3' cos  a')4-P''(x"C0S7"  — 3''C0S  a"j  +  etc.  =  M 
P'(y'cOS  7.'— :r'cOS^'}4-P"(y"cOS  a"  — a:"  COS  ^")  +  ctc.  =  N  : 

mais  ce  mode  d'écrire  ne  s'accorde  pas  avec  la  convention  que  l'auteur  a  faite  au  n"  60 
de  sa  statique ,  sur  la  manière  dont  l'axe  d'un  couple  indique  le  sens  de  ce  couple.  Car  en 
prenant  .\  pour  origine  et  AL  pour  l'axe  d'un  couple,  il  suppose  (]ue  la  rotation  que  ce 
couple  tend  a  produire  est  telle  (jue  si  l'on  se  plaçait  au  point  L ,  considéré  comme  le  nord 
pour  regarder  devant  soi  le  point  .\  considéré  comme  le  midi ,  on  verrait  la  rotation  se 
faire  de  l'orient  à  l'occident  comme  se  fait  à  nos  yeux  le  mouvement  du  soleil. 

Cette  détermination  est  conforme  à  la  nôtre:  car,  un  couple  étant  donné,  l'axe  du 
couple  déterminé  au  moyen  du  style  de  rotation  est  précisément  le  même  que  celui  que 
lui  assignerait  M.  Poinsot. 

Nous  rappellerons  ici  que  la  flèche  de  notre  style  est  dirigée  de  telle  manière  que  lors- 
qu'on place  le  style  sur  les  3  positives,  la  pointe  étant  à  1  origine,  la  flèclie  indique  un 
sens  (pii  va  des  x  positives  vers  les  y  positives.  Nous  sommes  convenus  d'ailleurs  que 
pour  déterminer  l'axe  d'un  couple,  ou  d'un  moment,  on  élève  une  perpendiculaire  au  plan 
du  couple,  et  que  des  deux  parties  de  cette  perpendiculaire  séparées  par  ce  plan,  on 
prend  pour  axe  celle  pour  hujuelle  le  sens  du  style  est  conforme  au  sens  du  couple  lors- 
qu'on place  le  style  sur  cette  partie ,  la  pointe  étant  à  l'intersection  de  la  perpendiculaire 
et  du  plan. 

Cela  étant,  il  est  facile  de  voir  que  le  sens  positif  de  rotation  des  couples  projetés  sur  les 
axes  des  coordonnées  est  indiipié  par  le  style  placé  sur  le  côté  positif  de  ces  axeS;,  et  le 
sens  négatif  par  le  style  placé  sur  le  côté  négatif,  la  pointe  étant  à  l'origine.  De  cette  ma- 
nière la  projection  d'un  couple  sur  l'axe  des  x ,  par  exemple,  sera  positive  lorsque  l'axe 
de  ce  couple  fera  avec  les  x  positives  un  angle  aigu ,  ce  qui  est  conforme  à  la  règle  des 
signes,  quand  on  exprime  cette  projection  par  le  produit  de  l'énergie  du  couple  et  du 
cosinus  de  l'angle  que  son  axe  fait  avec  celui  des  x. 

Il  suit  de  là  que  si  l'on  a  une  force  P'  dont  les  coordonnées  courantes  sont  x'  y'  z'  et 
qui  fait  avec  les  côtés  positifs  des  axes  des  angles  a',  ^',  ■/  ',  le  moment  de  cette  force,  par 
rapport  à  l'origine,  se  décompose  en  trois  autres  qui  sont  (n"  37)  : 

P'  (y/ cos  7'—  z'  cos^O  ,       P'  (,3'  cos  y.'  —  x'cos-f) ,       P'(j-'cos  p' —  y'  cos  x') 
et  non  pas 

P'  (2' cos  p'—  y>  cos  7') ,       P'i>'cos7'  —  s 'cos  z'^ ,       P'(2^'  cos  ».'—  a.'' cos  p'). 
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Au  n°  90  des  clémens  de  sintiqiic.  P  ,  P',  P"....  élanl  des  forces  situées  dans  un  même 
plan  mais  diri{;(''es  ilans  ce  plan  d'une  niaiiièie  (|ueleoni|iie,  el  p' ,  p'',  p'''....  étant  les 
perpendiculaires  aliaissees  d'un  point  de  ce  plan  sur  leurs  directions,  les  produits  P'^'. 
P"/j  ',  V"'p"'....  sont  leurs  niomeus  par  ra|>iiorl  à  ce  point,  et  sont  (jositils  ou  n('gatil's 
selon  (jue  les  forces  respectives  tendent  a  faire  tourner  dans  un  sens  ou  dans  le  sens  con- 
traire. 

Mais  l'auteur  regardant  les  forces  P',  P",  P"'....  et  les  perpendiculaires  p'. />'->"'.... 
comme  essentiellement  jwsitives,  il  faut  aussi  regarder  comme  telles  la  résultante  R,  la 
perpendiculaire  r  abaissée  sur  sa  direction  et  la  force  K  ('gale  el  directement  opposée  à 
la  résultante. 

Le  moment  île  la  résultante  étant  Rr,  positif  ou  ui'gatif,  celui  de  la  force  R  qui  lui  est 
directement  opposée,  est  —  \\r,   négatif  ou  positif.  Ou  a  donc  en  ajoutant  cette  dernière 

force  au  système 

—  R/-j-P)/-|-P';,/''+P"7;'"-i-etC  =  o  d'où 

Rr=  P>'+  P'>"  +  P"'/)"'  +  rlC. 

Il  ne  faut  donc  pas  désigner  par  —  R  la  force  égale  et  directement  opposée  a  la  ré'sul- 
tante  lors(ju'on  considère  toutes  les  forces  conmie  esseniieilenient  positives. 

.\u  reste  nous  avons  vu,  n"  37,  qu'on  peut  distinguer  par  les  signes  +  '"'  —  't'**  forces 
P',  P',  P'"....  et  les  perpendiculaires  ;/,  p",  p'''....  Il  faut  pour  cela  considérer  les 
per|)endiculaii('S  comme  situi^es  sur  l'axe  toiuuaut  des  r,  el  les  forces  P',  P'S  P''' — 
comme  parallèles  à  Taxe  lournaut  des  s. 

Cette  manière  [)reseiite  cet  avantage,  c'est  que  les  signes  dis  moincus  P  p\  P'  p''....  se 
déduisent,  par  la  règle  des  signes,  de  ceux  de  leurs  fadeurs  P'  et  p\  P"  et  p'',  etc- 

Des  monmia  par  rapport  à  un  plan. 

40.  Nous  allons  mainteiiaut  examiner  le  jeu  des  signes  dans  la  formule  i|ui  ex()rime  le 
théorème  des  niomens  des  forces  paiallèles,  par  rapport  à  lui  plan. 

On  entend  ici  par  le  moment  d'iuie  force,  le  produit  de  celle  Ibrce  et  de  la  distance  de 
son  point  d'application  an  plan. 

On  |iicnd  pour  [losilivcs  celles  des  forces  parallèles  cpii  agissent  dans  un  sens  et  pour 
négatives  celles  qui  agissent  en  sens  contraire.  Ou  regarde  comme  positives  les  distances 
comptées  d'un  côté  du  plan  et  connue  ui'galives  celles  qui  sont  comptées  du  côté  opposé. 

Soient  donc  P,  P',  P"....  des  foi'ces  [)arallèles  dont  les  unes  pourront  être  [lositives  et 
les  autres  négatives  ,  et  soient  s,  :',  z"....  les  distances  positives  ou  négatives  ,  de  leurs 
points  d'application  au  plan  des  jy.  Soit  R  leiu'  résultante  el  Z  la  distance  de  son  |)oinl 
d'application  à  ce  plan.  On  aura  R=  P -j- P'4-P"-t-elc.  el  le  théorème  des  niomeus 
est  expriuié  par  cette  fornuile 

nz=  P:4-P'r'+P':'-î-etc. 
dont  il  s'agit  de  démontrer  toute  la  généralité. 


jî 
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Lorsque  deux  forces  parallèles  P  et  P'  aj^issent  clans  le  même  sens,  leur  résultante  est 
égale  à  la  somme  de  leurs  valeurs  absolues  et  lorsqu'elles  agissent  en  sens  contraire  1  ime 
de  l'autre,  leur  résultante  est  égale  à  la  ditlérence  de  leurs  valeurs  absolues  et  agit  dans  le 
sens  de  la  plus  grande.  La  résultante  est  tlailleurs  toujours  parallèle  aux  composantes. 
(Voir  les  traités  de  statique). 

On  peut  donc  dire  que  la  résultante  de  deux  forces  parallèles  P  et  P'  s'exprimera  dans 
tous  les  cas  par  P  +  P',  en  ayant  égaid  aux  signes  de  P  et  P'. 

Si  l'on  a  une  troisième  force  P"  parallèle  aux  premières,  la  résultante  des  deux  forces 
P  +  P'  et  P"  s'exprimera  par  (P  +  P')  +  P"  et  par  cons(viueiit  P  +  P'  +  P"  sera  hi 
lésultante  des  trois  forces  P,  P',  P". 

En  général  P  +  P'  + P"  +  P"' +  etc.  exprimera  la  résultante  d'un  nombre  quel- 
conque de  forces  parallèles. 

Poui- d(''terininer  la  position  dans  l'espace  de  la  résultante  P  +  P'  des  forces  P  et  P', 
il  suliit  d'eu  connaître  un  seul  point. 

Si  nous  menons  à  volonté  une  droite  MM  N  (fig.  196...  11)9)  (pii  coupe  les  directions 
des  forces  P,  P'  et  P  +  P'  aux  points  M,  M',  N,  on  sait,  par  lu  statique,  que  chacune 
des  trois  forces  est  proportionnelle  à  la  distance  des  points  relatifs  aux  deux  autres  forces. 
On  a  donc  les  proportions 

P  +  P':P:  P' ::  MIVI/:M'N:MN. 
.\rrètons-nous  à  celle-ci 

P  +  P':P'  ::  MM':MN 

qui  suffit  pour  déterminer  le  point  N' ,    et  montrons  (|uelle  est  vraie  en  ayant  égard  aux 
signes  de  ses  (juatre  termes. 

Nous  prendrons  pour  positif  le  sens  MM',  de  M  eu  M'. 

Il  y  a  deux  cas  principaux  à  considérer,  celui  où  les  forces  (P+P')  et  P'  sont  de 
même  signe,  et  celui  où  elles  sont  de  signe  contraire. 
1"  cas.  P  +  P'  et  P'  de  même  signe.  Ce  cas  a  lieu 
1°  Lorsque  P  et  P'  sont  de  même  signe, 

2°  Lors(]ue  P  et  P'  étant  de  signe  contraire,  P'  est  numériquement  plus  grand  (|ue  P. 
Dans  ce  premier  cas  les  deux  premiers  termes  de  la  proportion 

P  +  P':  P'  ::  MM':  MN 

('tant  de  même  signe,  les  deux  dernieis  doivent  aussi  être  de  même  signe.  Or  c'est  ce  qui 
a  lieu ,  car 

1"  Lorsque  P  et  P'  sont  de  même  signe,  on  sait  (|ue  le  point  N  est  situé  entre  M  et  M 
et  par  conséquent  MM'  et  MN  sont  de  même  sens  ou  de  même  signe  (fig.  19C). 

2"  Lorsque  P  et  P'  étant  de  signe  contraire ,  P' est  numériquement  plus  grand  que  I'. 
on  sait  aussi  (jue  le  point  N  est  au-delà  de  M',  et  par  conséquent  MM'  et  MN  sont  encore 
de  même  signe  (fig.  197). 
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3""  tus.  r  4"  f  *-H  P'  ij<>  sifjne  contraire.  Ce  cas  a  lie»  lorsque  P  et  P'  étant  de  signe 
contraire,  P  est  numériquement  |iius  ;;rand  que  P'. 

On  sait  qu'alors  le  point  iN  tombe  au-tlelà  de  M,  et  par  conséquent  MM'  el  MN  soni 
de  signe  contraire  (lig.  198). 

Concluons  de  celte  discussion  ([ue  la  pro|iorlion 

l>_(_p/.  p/  ..  MM':MN 

est  toujours  vraie  <itiant  aux  signes. 

Si  l'on  a  une  troisième  force  P'',  on  prendra  sur  sa  direction  un  point  quelconque  M" 
et  l'on  tirera  la  droite  Ml"  proiongtV'  de  part  et  d'autre  (fîg.  ÎOO ,  201  et  202).  La  lésul- 
tante  P4-P'-(-P  '  des  deux  l'orces  P  +  P'  et  P"  passera  par  un  point  N'  de  celte 
droite,  donn(''  par  la  pro|>orlion 

p_|_p.^p//:  p  '  ;;  NM":NN' 

dans  laquelli'  il  tant  avoir  égard  aux  signes.  Ou  prendra,  si  l'on  veut,  le  sens  NM"  comme 
positif,  ensorte  que  NN'  sera  de  même  sens  que  NM"  ou  de  sens  contraire,  selon  que  sa 
valeur  déduite  de  cette  proportion  sera  positive  ou  n(-gative. 

Lorsqii  on  regarde  les  |)oiuts  M  ,  M'  et  M''  conune  les  points  d'application  des  forces 
P,  P',  'f".  on  considère,  en  même  temps,  le  point  N  comme  le  point  d'application  de 
la  résultante  de  P  et  P',  el  le  point  N'  comme  le  point  d'ap[ilicalion  de  la  r(''sultanie  des 
lroisfor.es  P,  P',  P''. 

En  continuant  la  même  construction  on  trouverait  le  point  d'application  de  la  résultante 
d'iui  nomlire  (luelconque  de  forces  parallèles. 

D'après  la  nature  tie  celte  construction,  on  voit  facilement  que  si ,  sans  clianger  les  forces 
ni  leurs  |)oints  d'application ,  on  les  lait  tourner  autour  tie  ces  points  en  couservaiu  leur 

parallélisme,   les  points  d'application  N,  N' des  résultantes  partielles  P -)- P',   P -(- 

P'  -\-  P''....  et  de  la  résullaule  totale,  ne  cliangeioiU  pas.  Ces  résultantes  ne  feront  que 
tourner  autour  de  leurs  points  d'application  en  demeuiant  toujours  paiallèles  aux  compo- 
santes. 

On  donne  le  nom  de  centre  des  forces  parallèles  au  point  d'a|iplication  de  leur  résul- 
tante déterminé  comme  il  vient  d'être  dit. 

Venons-en  mainlenani  au  tliéorème  des  momens. 

Ne  prenons  d'aljoril  (|ue  deux  forces  P  et  P'.  Aliaissons  des  points  d'ap|)lication  M. 
M'  et  N  les  perpendiculaires  MQ,  M'Q',  NK  sur  le  plan  des  momens  (lig.  106,  197, 
198,  'J99),  et  menons  [lar  le  point  M,  dans  le  [ilan  de  ces  per|ien(liculaires.  la  tiroile 
MGH  paiallèle  au  plan,  laquelle  coupera  eu  H  et  G  les  perpeinlicMlaires  M'Q'  el  Nk, 
prolongées  si  cela  est  nécessaire. 

Les  triangles  MIIM'  et  MGN  ayant  leurs  côtés  parallèles  et  étant  construils  sur  deux 
droites  ,iui  se  coupent  en  M,  sont  dans  le  cas  de  ceux  mentionnés  aux  n"'  9  et  10.  Les 
côtés  de  pareils  triangles  sont  proportionnels,  même  en  ayant  égard  aux  signes,  (|uand  on 
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considère,  clans  chaque  triangle,  un  des  côlés  comme  une  abscisse,  un  autre  comme  une 
ordonnée  et  le  troisième  comme  un  rayon  vecteur. 

On  a  donc  ici  MM'  :  MN  ::  HM'  :  GN. 

Pour  les  côlés  situés  sur  MM'   nous  prendrons   MM'  comme  sens  positif ,  et  pour  les 

côlés  perpendiculaires  au  plan  nous  supposerons  le  sens  positif  ilirigé  de  bas  en  haut. 

Les  deux  ijroportions 

p_j_p/.  p'  ..  MM':MN 

MM':  MN  ::  HM':GN 

étant  vraies  en  ayant  égard  aux  signes,  la  proportion 

P  +  P':P'  ::  MM':  ON 
est  également  vraie  en  ayant  égard  aux  signes.  Elle  donne 

(P  +  P').  GN  =  P'xHM' (1) 

Les  droites  QM ,    KG ,   Q'H   élant  toutes  trois  égales  et  de  même  signe  ,  on  a  l'équation 

identique. 

(P+P'),  KG  =  P.  QM  +  P'.  Q'H (2) 

En  ajoutant  ces  deux  équations  il  vient 

(P  +  P')  [KG  +  GN)  =  P.  QM  +  P'  (Qi\i  +m) 
(jue  nous  écrirons  ainsi 

(P_|-P').(KGN)  =  P.  QM+P'.  (Q'HM')     .      .     .     (3) 
ou  (P  4-  P') .  KN  =  P.  QM  +  P''  Q  'M  '. 

Ce  qui  signifie  (jue  le  moment  de  la  résultante    P  -}-  P'  est  égale  à  la  somme  des  mo- 
niens  des  composantes  P  et  P'. 
Je  joins  ici  quatre  exemples. 

r.  (Fig.  196).  Soient       P  =  5  ,     P'=4     d'où     P  +  P'=<.), 
HM'=]S.  QM=KG=QH'=3. 

La  proportion  P  -|-  P'  :  P'  :  :  MM  '  :  MN 

devient  <):4::MM':MN     d'où     MN^|  MM'. 

On  divisera   MM'  en  9  parties  et  l'on  [lorlera  4  de  ces  parties  de   M    en   N   dans  le 
sens  MM'. 

La  proportion  p  _j_  p   •.  p  ;  ;  hM'  :  GN        devient 

9:4::  18:  GN  d'où     GN  =  >S. 

Les  équations  (Ij  et  [2)  deviennent  ici 

9x8^4  X  iS 
9x3  =  6x  34-4x3 
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f'i  leur  somme  ou  Téqualion 

(P  +  P  ).  (KGN)  =  P    0M4-P'(0HM') 

est  ici 

9  :3  +  8)  =0  X  3  +  4  1,3  +  18)  ; 

résultat  conforme  a  la  fi;]urc  .  et  qui  revient  à 

99=15-1-84. 

i".  (Fig.  197J .  Soient,  pour  second  exemple,  P=3.   P'=  —  o  d'où  P  +  P'^— ".?. 
H>1=6,     QM=KG=.QH'=  — 4. 

La  proportion         P  -;-  P  '  :  P  '  :  :  MM  '  :  MN     donne 

—  2  :  —  5  ::  MM'  :  MN     d'où     MN=  !  MM'. 

On  divisera  MM    en  deux  i)arties  el  l'on  portera  cinq  parties  pareilles  de  M  en  N  dans 
dans  le  sens  MM'. 

La  proportion  P  -f  P  '  :  P'  :  :  HM'  :  GN     devient 

—  2:— 3::(i:GN  d'où     GîN  =  lo. 

Les  équations  (1)  et  ("2)  sont  dans  cet  exemple 

(—2).  lii  =  (— o).  li 
(-2).  (-4)  =  3..— 4)-4-(-3)(— 4). 
cl  leiM'  somme  ou  l'équation 

(P  +  P  )(KGN)  =  P.  OM  +  P'.  (Q'HM')        est  ici 
(—2).  (— 4+l.i)  =  3.  (_4)4-(— o).  (—4  +  6); 
résultat  conforme  à  la  ligure.  Cette  équation  revient  à 

—  22  =  — 12  — 10. 

3°.  (Fig.  198;.  Soient       P=  — o,     P=3,     doit     P  +  P-=-2, 
Hi'M'=S,  QM  =  KG=Q1!  =  4. 

La  proportion  P  +  P  :  P    :  :  MM   :  MN       donne 

—  2  :  3  ::  MM'  :  MN      d'où      MN=  —  |  MM'. 

On  divisera  MM'  en  deux  parties  et  l'on  portera  trois  parties  pareilles  de  M  en  N  ilu 
côté  opposé  à  M  '. 

La  proportion  p  +  p   :  p  '  ;  ;  HM  '  :  GN       donne 

—  2:3::8:GN,       d'oùGN=-12. 

Les  équations  (1)  el  (2    sont  ici 

(_2)(-12)=3xS 
(-2).4=(-D). 4  +  3x4, 

25 
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et  leur  somme  ou  l'équation 

(P  +  PO  (KGN)  =  P.  OM  +  P' (Q'HM')      est 

(—  2)  (4  — 12)  =  (—  o).  4  +  3.  (4  +  8)      conformément  à  la  figure. 

Celte  équation  revient  à 

dC  =  — 20  +  36. 

4°.  (Fig.  199).  Soient  encore  comme  dans  l'exemple  précédent 

P=— 5,         P'=3,         d'oùP  +  P'=— 2. 

On  trouvera  toujours  MN=  —  |  MM'. 

Mais  soit  maintenant  HM  '  =  —  S ,  la  propoi-tion 

P  +  P':P' ::  nM':GN     donnera 
—  2:3::— S:GN     d'oii     GN=r2. 

Supposons  OM  =  KG  =  Q'H  =  —  20. 

Léquation  (P+  P')-  (KGN)  =  P.  OM  +  P'  (O'HM') 

est  ici  (—  2).  (—  20  +  12)  =  (—  5).  (-  20)  +  3  (—  20  —  8}  ; 

lésultat  conforme  à  la  figure ,  et  qui  revieni  a 

d6  =  100  — 84. 

Si  l'on  désigne  en  général  par  z-,  et  z'  les  ordonnées  OM  et  O'M'des  points  d'application 
des  forces  P  et  P',  et  par  «^  l'ordonnée  KN  du  point  d'application  de  leur  résultante ,  le 
théorème  des  moments  s'exprimera  par 

(P  +  P')S^=PS+P'3' 

équation  dans  laquelle  il  faut  avoir  égard  aux  signes  des  forces  et  des  ordonnées.  Ce  théo- 
rème appliqué  aux  deux  forces  (P-(-P')  et  P''  donnerait 

[(P+PO  +  P'']=,  =  (P+PO',+P"-",   . 

en  désignant  par  z"  l'ordonnée  dn  point  d'application  de  la  force  P".  et  par  z    celle  du 
point  d'application  de  la  résultante  des  forces  (P+P')  et  P''. 

Mettant  pour  (P  +  P'):    sa  valeur  P^î  +  P':',  on  a 

(P-\.P'^V)z^  =  Pz-^P'z'-{-P"z", 

qui  est  le  théorème  des  moments  étendu  aux  Mois  forces  P,  P',  P".  On  l'étendra  de  même  à 
un  nonibie  quelconque  de  forces. 

En  faisant  usage  de  ce  théorème  par  rapport  à  chacun  des  trois  plans  coordonnés,  ou 
pourra  déterminer  la  position  du  centre  des  forces  parallèles  dans  lespace.  En  désignant 
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par  X,  Y,  Z  les  coordounùcs  de  ce  point,  et  par  R  la  résultante  de  ces  forces    on  aura  cii 

effet 

RX  =  P:r  +  P'.r'-l-P".T''4-  elc. 

RY=p^4-P'yM-P''y"+  p!c. 

RZ  =  P:  +  P':4-P/';"+ etc. 
d'où  l'on  tirera  les  valeurs  de  X.  Y.  Z. 

(s,  y,  z),   ix',  y',  s')....  sont  les  coordonnées  des  |iûints  d'application  des  forces  P. 
P',....  etc 

4 1 .  L'etlel  d'une  force  ne  changeant  pas  lorsqu'on  transporte  son  point  d'applicaiioii  en 
un  point  quelconque  de  sa  direction,  il  en  résulte  que  la  recherche  du  centre  des  forces 
parallèles  préseule  d'abonl  à  l'esprit  (pielque  chose  de  vague  et  d'indéterminé,  puisqu'en 
changeant  les  points  d'application  des  forces  on  change  la  position  de  ce  centre  dans  l'es- 
pace, et  que  l'on  ignore  ce  qui  a  |>ii  motiver  le  choix  des  points  d'application. 

Cette  incertitude  disparaît  lorsqu'on  regarde  les  particules  d'un  corps  comme  les  points 
d'application  de  forces  égales  et  paialléles.  C'est  ce  que  l'on  fait  lorsqu'on  considère  l'ac- 
tion de  la  gravité  sur  ces  particules.  11  en  ré'sulte  que  si  1  on  fait  tourner  un  corps  d'une 
manière  quelconque.  l'cITet  est  le  même  que  si  toutes  ces  forces  tournaient  autour  des  par- 
ticules considérées  comme  leurs  points  d'application.  La  résultante  de  toutes  ces  forces 
passe  conslaniment  par  un  certain  point  du  corps  qui  est  le  centre  des  forces  parallèles 
égales,  appli(]uées  a  toutes  ses  particules,  et  que  l'on  nomme  le  cenire  de  gravité  du 
corps. 

Si  l'on  divise  ce  corps  en  plusieurs  parties,  on  poinra  déterminer  le  centre  de  giavitc 
de  chacune  d'elles,  et  l'effet  de  la  gravité  sur  le  corps  est  le  même  que  si  chacune  de  ces 
parties  était  sollicitée  par  une  seule  force  agissant  à  son  centre  de  gravité'  respeclif. 

Ici  nous  avons  le  cas  de  plusieurs  forces  parallèles,  inégales,  dont  les  points  d'a|tpli- 
cation  sont  déterminés  par  un  choix  Lien  motivé;,  puisque  ces  points  sont  les  centres 
de  gravité  des  parties  dans  lesijuelles  le  corps  a  été  divisé.  Et  maintenant .  si  l'on  fait 
tourner  le  cor|is  .  l'elïet  sera  le  même  que  si  ces  forces  parallèles  et  inégales  tournaieni 
autour  de  leurs  poinis  d'application.  Dans  ce  cas  encore  la  résultante  toiune  autour  d'un 
certain  point  (jui  est  le  centre  de  ces  forces  parallèles  ou  le  centre  de  gravite  du  corps 
entier. 
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CHAPITRE  XL 

DE  QUELQUES   FORMULES  DIFFÉRENTIELLES  EMPLOYÉES  EN  MÉCANIQUE. 


Différentielles  des  connus  représentes  par  a,  a',  a'',  elc. 

42.  Nous  allons  maintenant  i-echerclier  la  si{;nificalion  gc'ométriqne  de  quelques  for- 
nuiles  tiiUerentielles  employées  en  niécani(]ue  et  examiner  le  jeu  des  signes  dans  ces  for- 
mules. 

Soit  0^  (fig.  203  et  204)  l'axe  des  abscisses  positives.  Déciivons,  dans  un  plan  quel- 
conque passant  par  cet  axe  et  de  l'origine  0  comme  centre,  avec  l'unité  pour  rayon ,  une 
demi-ciiconlérence  Â»reB.  Prenons  A  pour  origine  des  arcs  dont  le  sens  positif  sera  AmB. 
Désignons  par  a  l'arc  quelconque  Am,  et  par  a.-\-d-j.  sa  valeur  consécutive  amm',  ensorte 

(|ue  mm'::=d3.. 

Faisons  cos  a=o,  d'où  cos  (z  +  rfz)=a-4-«^o. 

Si  l'on  abaisse  sur  i)x  les  perpendiculaires  mp,  m'pi.  on  aura 

0/)  =  a,  Op'=^a-\-da^  ()p'—Op  =  da 

Mais  Op'  —  op=—  Op -\- op '  =^^p()p ':=pp '    . 

ainsi  da^pp'. 

En  supposant  que  lare  y.  ne  s'étende  que  de  0"  à  180°,  on  voit  que  da  est  positive, 
lorsque  l'arc  a  diminue  (fig.  204),  et  négative  lorsqu'il  augmente  (fig.  203). 

En  ayant  égard  aux  signes,  on  voit  aussi  que  da  ou  pp'  est  la  projection  de  mm'  sur 
.l'axe  Ox. 

Si  0,r  est  un  axe  fixe  dans  l'espace,  et  Om  une  di'oite  mobile  autour  du  |ioint  0.  dont  la 
position  cons('cutive  est  Om'  (fig.  205),  il  arrivera  en  général  que  l'arc  mm',  considéré 
comme  une  droite  infiniment  petite,  ne  sera  pas  dans  un  même  plan  avec  O.r.  Mais  si  l'on 
mène  par  les  points  m  et  m'  des  plans  perpendiculaires  à  Oa.\  et  qui  coupent  cet  axe  en  p 
el  p'.  on  aura  toujours  pp'  pour  la  dilférentielle  du  cosinus  de  l'angle  xOm,  en  supposant 
<|u  on  ail  pris  ow^oot'=1. 

Lors(iu'on  considère  le  mouvement  d'un  corps  autour  d'un  point  fixe  0,  on  mène  par  ce 
point  iroix  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  Os,  indépendans  du  corps,  pénétrables  i>ar  le 
cor|)s,  et  qui  demeurent  fixes  dans  l'espace  pendant  le  mouvement.  On  mène  de  plus  par 
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le  iiiênie  point  trois  antres  axes  i-ectangiilaires,  fixes  dans  le  corps  et  mobiles  avec  Ini,  (jnc 
nous  désignerons  [lar  0.r',  Oy',  0='. 

La  position  de  ces  axes  mobiles  à  nnc  époi]iie  donnée  se  détermine  an  moyen  des  angles 
qn'ils  font  alors  avec  les  axes  fixes.  Les  cosnuis  de  ces  angles  s'expriment ,  pour  alin'gcr 
par  une  senle  lettre,  comme  suit  : 

COSx'0x=a,  COS  ir'Oyr^n',  COS  ^•'0:  =  (l", 

cosy'Ox=h,  cosy'Oij^h',  cos  y  0:=b". 

C0S5'Cte;=e,  cQSs'Oy^c',  cos:'o:=c''. 

Soil  0»i  (fig.  20Ci)  la  position  de  Taxe  Cb',  au  bout  dn  tems  /,  et  om'  sa  position  au 
Iwut  du  tems  t-\-(Jt.  Prenons  toujours  0«j:=0>«'=1  et  considérons  comme  une  ligne 
droite  Tare  de  cercle  infiniment  petit  mm'  décrit  de  l'origine  comme  centre  avec  Tunilc 
pour  rayon. 

Les  projections  de  mm'  sur  les  axes  Ox,  Oy,  Oz,  sont  da,  da',  da"  en  ayant  égard 
aux  signes.  Si  nous  formons  un  parallélépipède  rectangle  dont  mm'  soit  la  diagonale  et 
dont  les  arêtes  soient  parallèles  à  Ox,  Oy,  0=,  la  projection  de  mm'  sur  une  di'oite 
quelconque,  sera  égale  à  la  somme  algébri(]ue  des  projections  de  trois  arêtes  consécutives 
représentées  en  grandeur  et  en  signe  par  da,  da',  da''. 

La  projection  de  mm'  sur  Ox'  est  nulle,  parce  que  mm'  est  un  arc  infiniment  [leiii 
qui  peut  être  considéré  comme  une  ligne  dioite  perpendiculaire  à  Ox'. 

La  somme  des  projections  sur  Ox'  des  trois  arêtes  consécutives,  est 

da  >^ cos  xOx' -{-  f/n'XCOS  ijOx'  -\- da''.  cos  zOx'  du 

ada  -J-  a'da  '  -(-  a'  'da". 

Cette  somme  devant  être  nulle  on  a 

ada  -\-  a'da'  -)-  a''da":^=u 

Telle  est  la  signification  géométrique  de  cette  é(iualion  ,  que  l'on  obtient  ordinairement 

en  diiférentiant  1  équation 

a-  -(-  a  '"  -|-  (i '  '"  =  1 . 

Faisons  voir  comment  la  règle  des  signes  s'appli(]ue  aux  produits,  ada  ,  a'da',  a"da  '. 

Imaginons  un  point  qui  parcoure  les  arêtes  consécutives  égales  à  da,  da',  da",  et  qui 
se  projette  constamment  sur  0:;;'.  La  somme  al;;ébriqne  dn  chemin  paicouru  sur  Ox'  par 
la  projection  dn  |ioint  mobile,  sera  égale  à  la  projection  de  mm'  c'est-à-dire  à  zéro.  Les 
parties  parcourues  dans  le  sens  0,2;'  étant  positives  et  celles  parcourues  en  sens  contraire 
étant  négatives. 

Représentons  l'arête  da  par  ms  ou  par  ms'  (Hg.  207  et  20f>)  selon  ([u'elle  est  positive 
ou  négative.  Supposons,  en  premier  lieu,  o  positif,  c'est-à-dire  l'angle  :r'Oa:aigu  (tig.  207). 

2- 
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On  voit  que  la  projection  de  ms  sur  Oa?'  sera  positive  et  celle  de  ms'  négative.  Ceci  vé- 
rifie la  règle  des  signes  appliquée  au  produit  ad.i ,  savoir  : 

+  X-l-  =  +         et         -fx-  =  -   . 

Soit,  en  second  lieu,  a  négatif,  c'est-à-dire  x'O.t  obius  (fig.  20S). 
La  figure  montre  (]ue  la  projection  de  ms  sur  Oa-'  sera  négative  et  celle  de  ms'  positive. 
La  règle  des  signes  est  donc  eucoi'e  vérifiée  sur  le  produit  nda ,  savoir  : 

—  X4-  =  —        et        _x  —  =  + 
On  appliquera  la  même  discussion  aux  produits  a'da'  et  a"da". 

Du  mouvement  de  rotation  et  de  sa  décomposition. 

45.  Supposons  que  l'on  donne  à  un  corps  un  mouvement  de  rotation  infiniment  petit 
autour  d'un  axe  01  (fig.  209).  Menons  par  un  point  quelconque  0  de  cet  axe,  Irois  axes 
rectangulaires  Ox',  Oy',  Oz',  et  cherchons  (|uel  sera  le  mouvement  azinuilhal,  par  rapport 
à  l'axe  Oz',  qui  en  résultera  pour  un  point  m  du  corps,  situé  sur  une  droite  Om  perpen- 
diculaire à  l'axe  0:'  et  à  l'imité  de  distance  de  cet  axe. 

Prenons  si  l'on  veut  ce  point  m  sur  l'axe  Ox'.  Décrivons  du  point  0  comme  centre  avec 
l'unité  pour  rayon,  une  surface  sphérique  qui  coupera  l'axe  Ox'  en  m  ,  l'axe  0='  en  C  et 
l'axe  01  en  B.  Du  point  m  abaissons  mS  perpendiculaire  sur  01  et  prenons  la  droite  SmM 
égale  à  l'unité.  La  rotation  autour  de  01  transportera  SM  en  SM',  le  plan  SMM'  étant  per- 
pendiculaire à  01.  Si  l'on  décrit  dans  ce  plan ,  du  point  S  comme  centre  avec  SM  poui' 
rayon  ,  l'arc  MM',  cet  arc,  à  cause  de  SM=1 ,  sera  la  mesure  de  la  rotation  infiniment 
petite  autour  de  01. 

En  vertu  de  cette  rotation  le  point  m  décrira ,  sur  la  surface  de  la  sphère ,  l'arc  de  petit 
cercle  mm'  semblable  à  MM'. 

Menons  le  plan  déterminé  par  l'axe  0='  et  par  le  point  m'.  Ce  plan  coupera  la  surface 
.sphérique  selon  le  grand  cercle  Cm',  lequel  rencontrera  à  angle  droit,  au  point  f,  le 
grand  cercle  mn ,  dont  le  plan  est  celui  des  axes  Ox'  et  Oy'. 

Le  triangle  infiniment  petit  mfm\  rectangle  en  m,  étant  considéré  comme  rectiligne, 
donnera 

mf=mm'.  COS  m'mf, 

d'ailleurs         mm'  :  MM'  :;  Sw  :  SM  ::  Sm  :  Om  ::  sin  \0x' :  1,        d'où 

m»t'=MM' sin  10^', 

<  lonc  /«/•=  MM  '  sin  i0.r  '  cos  w  'mf. 

Remarquons  que  OS  étant  perpendiculaire  au  plan  mSm  '  et  Sm  perpendiculaire  à  mm  ■ 
(regardée  comme  une  ligne  droite),  on  a  Om  perpendiculaire  à  mm  '  (Legendre,  Géom .  V,  6) . 
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Ainsi  m'm  est  perpendiculaire  au  plan  »iOB,  comme  étant  perpendiculaire  à  «tO  et  à  mS. 
D'un  autre  côté  Tare  fm  est  perpendiculaire  à  l'arc  «tC  ,  puisipie  les  plans  inOy'  et  7tiOz' 
sont  perpendiculaires  entre  eux.  D'ailleurs  mf  est  perpendiculaii-e  au  rayon  Om .  donc 
mf  es,l  perpendiculaiie  au  plan  toOs'. 

Les  droites  mm'  et  m/"  étant  respectivement  perpendiculaires  aux  iiians  mOV,  et  mO='. 
l'angle  »»'?«/■  mesure  l'inclinaison  de  ces  plans,  et  est  égal  à  l'angle  en  m  du  triangle  splié- 
l'ique  BtoC. 

Ce  triangle  donne 

cos  BC^cos  mC  cos  »rtB-|-  sin  wC  sin  ?«B  cos  BwC 
et  comme  mC  —  dO",  cette  formule  se  réduit  à 

cos  BC^sin  m\i  cos  BwC. 

Or  l'arc  BC  mesure  l'angle  10-',  l'arc  MB  mesure  l'angle  10^^'.  et  l'angle  l\mG  =  w'mf 

On  a  donc 

cos  103'  =  sin  10,r'cos  m'mf , 

ce  (]ui  fait  ([ue  l'équation 

/«/':=  ^I  I\l  '  sin  I Qx  '  cos  m 'mf  devient 

?m/'=IMM'  cos  10:'. 

Remarquons  que  le  point  m,  à  mesure  qu'il  passe  du  plan  ?«S0  dans  le  plan  /«VSO, 
passe  aussi  du  plan  mCO  dans  le  plan  «j'CO.  L'angle  de  ces  derniers  plans  est  le  mouve- 
ment azinnuhal  de  m  autour  de  0:',  et  cet  angle  a  pour  mesure  l'arc  mf.  Ainsi  la  dernière 
i'ormule  est  la  solution  du  problème  que  nous  nous  étions  pioposé. 

On  trouverait  de  même  que  le  mouvement  azimuthal  de  7ii  autour  de  Oy'  est  égal  a 
MM'  cos  lOy',  et  que  celui  du  point  C  autour  de  Ox'  est  égal  à  MM'  cos  10='. 

La  rotation  autour  de  01 ,  dont  I  arc  infiniment  petit  MM'  est  la  mesure,  a  opéré  sur  le 
point  m  un  déplacement  azimuthal,  autour  de  0:',  mesuré  par  l'arc  »i/'=MM'cos  IOs'(tig. 
210)  et  un  déplacement  azimuthal.  autour  de  Oy',  mesun-  par  l'arc  m/"'  =  MM'  cos  lOy'. 
Donc  le  point  m  est  parvenu,  en  vertu  de  la  rotation  MM',  en  im  point  w  qui  est  à  l'in- 
tersection des  arcs  de  grands  cercles  C/"  et  nf. 

Le  point  ?!  situé  sur  Taxe  Oy'  à  l'unité  de  distance  de  l'origine,  aura  éprouvé  nn  dépla- 
cement azimuthal  autour  de  0:' mesuré  par  l'arc  îi/i  =  MM'  cos  10:',  et  un  di'placemeni 
azimuthal  autour  de  0^^' mesuré  par  l'arc  »i/i'  =  MM'  cosIOa:'.  Ce  point  sera  donc  parvenu 
en  un  point  n'  à  l'intersection  des  arcs  de  grands  cercles  C/i  et  mh'. 

Maintenant  au  lieu  d'opérer  autour  de  01  la  rotation  MM',  si  nous  opérons  successive- 
ment autour  de  Oi',  Oy',  0^  \  les  rotations  MM',  cos  10:',  MM 'cos  lOy',  MM 'cos  10^',  je 
dis  ([ue  le  corps  prendra  la  même  position  que  celle  i\\\''\\  avait  prise  en  vertu  de  la  seule 
rotation  MM'. 

En  effet  la  rotation  MM'  cos  10:' amènerait  tl'aljord  le  point  m  en  f,  et  la  rotation 
MM'  cos  lOy'  le  transporterait  ensuite  de  /'en  m'.  Quant  à  la  rotation  MM'  cos  IO.r',  elle 
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ne  lui  l'eiait  éprouver  qu'un  déplacement  négligeable,  car  cette  rotation  étant  uiliniment 
petite,  ne  peut  produire  sur  un  point  m',  infiniment  peu  éloigné  de  l'axe  Ox',  qu'un  dé- 
(jlacement  infiniment  petit  du  second  ordre. 

Voyons  ce  qui  aurait  lieu  par  rapport  au  point  n.  La  rotation  MM'  cos  10:',  le  transpor- 
terait d'abord  en  h;  en  second  lieu  la  rotation  MM' cos  lOy'  ne  lui  causerait  qu'un  dé- 
placement infiniment  petit  du  second  ordre  que  nous  négligeons,  enfin  la  rotation 
MM'  cos  lOar'  le  transporterait  de  h  en  w'. 

Donc,  au  moyen  des  trois  rotations  successives  MM'  cos  lOs',  MM' cos  10^',  MM'cosIOa;'. 
nous  amenons  les  points  m  et  «  aux  mêmes  points  »n'  et  «'  où  les  avait  transportés  la 
rotation  unique  MM'  autour  de  01.  Quant  au  point  0,  il  demeure  immobile  dans  les 
deux  cas. 

Or  les  points  0 ,  m,  « ,  non  en  ligne  droite ,  suffisent  pour  fixer  la  position  du  corps 
avant  la  rotation  ,  et  les  points  0  ,  m  ',  «',  suffisent  pour  la  fixer  après  la  rotation  ,  donc 
enfin  on  peut  dire  que  le  corps,  en  vertu  des  trois  rotations  successives  MM'  cos  10=', 
MM  cos  \0y',  MM'  cos  Kte',  prend  la  même  position  que  celle  qu'il  avait  prise  en  vertu 
de  la  rotation  MM'. 

Ce  théorème  est  de  la  plus  grande  importance.  11  ne  faut  pas  perdre  de  vue  qu'il  n'a 
lieu  qu'en  supiJOsant  MM  '  infiniment  petit. 

Les  rotations  MM'  cos  lOs'^  MM'  cos  lOy',  MM'  cos  10a'  sont  les  composantes  autour 
des  axes  Os',  Oy',  Ox',  de  la  rotation  MM'  qui  a  lieu  autour  de  01. 

On  peut  intervertir  l'ordre  des  rotations  composantes.  Par  exemple ,  si  elles  se  faisaient 
dans  cet  ordre,  MM'  cos  Kte',  MM'  cos  lOy',  MM'  cos  10:',  le  point  m  ne  changerait  pas 
de  place  en  vertu  de  la  première,  puisqu'il  est  situé  sur  l'axe  Ox'.  La  seconde  le  transpor- 
terait en  /"',  et  la  troisième  de  f  en  m'. 

Quant  au  point  w ,  il  serait  transporté  d'abord  de  n  en  /»',  ensuite  il  éprouverait  un  dé- 
placement infiniment  petit  du  second  ordre  et  négligeable ,  enfin  il  serait  transporté  de 
h'  en  ni . 

Quant  au  sens  respectif  de  chacune  de  ces  rotations  composantes,  voici  comment  on  le 
détermine.  On  place  le  style  de  rotation  (fig.  211)  sur  celle  des  deux  parties  01  ou  01'  de 
l'axe  FOI  (fig.  209)  pour  laquelle  la  flèche  du  style  coïncide  avec  le  sens  de  la  rotation 
MM',  la  pointe  étant  en  0.  Celte  partie  est,  à  |)roprcment  parler.  Taxe  de  la  rotation  MM'. 
Dans  les  fig.  209  et  210  cet  axe  est  01  et  non  01'.  Ensuite,  si  à  partir  de  sa  |)osition  sur 
01  on  amène  le  style  successivement  sur  celles  des  parties  des  axes  des  x',  des  y'  el  des  s' 
<jui  font  avec  01  des  angles  aigus  (la  pointe  restant  en  0),  la  flèche  indiquera  le  sens  de 
lotation  autour  de  ces  axes. 

La  rotation  MM'  cos  10=',  par  exemple,  sera  positive  ou  négative,  selon  que  l'axe  01 
fera  avec  les  z'  positives  un  angle  aigu  ou  obtus,  ensorte  qu'il  suffira,  pour  déterminer  le 
sens  on  le  signe  de  celte  rotation  ,  d'avoir  égard  aux  signes  du  cosinus ,  en  considérant  la 
rotation  MM'  comme  essentiellement  positive. 
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44.  Nous  avons  déjà  dit  que  pour  exprimer  les  circonstances  dn  mouvement  de  rotation 
d'un  corps  autour  d'un  point  fixe  0  ,  on  mène  par  ce  point  trois  axes  rectangulaires  Ox. 
Oy,Os.  fixes  dans  l'espace  ,  indépendans  du  corps  mais  pénétrables ,  et  ti'ois  autres  axes 
aussi  rectiingulaires  Ox',  Oy',  0:',  fixes  dans  le  corps  et  mobiles  avec  lui. 

Supposons  qu'à  une  époque  t  le  corps  tourne  autour  de  01  (fig.  209)  avec  nne  vitesse 
de  rotation  w.  Nous  entendons  par  là  (pie  '■>  serait  l'arc  décrit  |)endanl  l'unité  de  temps 
par  le  ix)int  situé  à  inie  dislance  de  l'axe  01  égal  à  l'unité  linéaire.  Cet  arc  s'exprime  en 
partie  du  rayon  pris  pour  unité.  Il  s'opérera  autour  de  01 .  pendant  l'instant  dt  consécutif 
à  t,  une  rotation  wdt.  Si  l'on  nomme  p,  q.  r,  les  composantes  de  la  vitesse  '■>  autour  des 
traces  que  les  axes  Ox',  Oy',  Oz'  laissent  de  leur  passage  dans  l'espace  à  l'époque  t,  on 
anra 

^  =  r„  COS  IO:r',  q='o  COS  \0y',  r^M  COS  10:', 

et  le  changement  de  position  du  corps  opéré  pendant  l'instant  dt.  sera  le  même  que  celui 
(jui  résulterait  de  trois  rotations  pdt.  qdt.  rdt,  opérées  successivement  autour  de  ces  traces 
Prenons  dans  la  figure  210,  MM'='"  dl,  on  aura 

iiif='j,  dt  cos  XOz'^idt 

Le  déplacement  azimuthal  de  m  autour  de  Oy'  serait  mf'=qdt,  et  celui  du  point  n  au- 
tour de  Ox'  serait  nh'^pdt. 

Les  arcs  infiniment  petits  mm'  et  m/" peuvent,  être  considérés  comme  des  lignes  droites. 
Comme  mf  est  per|icndiculaire  au  piau  ^'0'=',  celte  droite  est  iiarallèle  à  Oy'.  On  peiit 
donc  considérer  mf  connne  la  projection,  sur  une  parallèle  à  Oy',  du  déplacement  mm 
(ju'a  subi  le  point  m  pendant  l'instant  dt. 

Supposons  (ju'à  l'époque  t  on  ait 

cosa''0x=o,  cos  x'Oy=a' .  co%  x'Oz=a". 

CQ%y'Ox=b,  cos  y'Oy^=b' ,  cos  y'0.~,:=bi . 

cos  z'Ox  =  c,  cos  z'Oy^c' ,  cos3  0:  =  c". 

:\Ienons  par  le  point  m  trois  axes  auxiliaires  î.vX  ,  «lY ,  mZ .  parallèles  aux  axes  fixes 
0:r,  Oy,  Os  (fig.  212).  Ces  axes  ne  sont  pas  tracés  dans  la  figare  pour  ne  pas  la  compli- 
quer. 

Si  l'on  construit  le  parallélépipède  dont  mm'  est  la  diagonale  et  qui  s'a|>puie  sur  ce' 
axes  auxiliaires,  les  arêtes  de  ce  paralli'N'pipède  sei'ont  respectivement  égales  à  da' .  da', 
da" ,  en  ayant  égard  aux  signes,  et  seront  les  coo.'donnees  du  point  m'  par  rapport  à  ces 
trois  axes. 

»t/"étant  l'abscisse  de  ce  point  par  rapport  à  un  quatrième  axe  «t? .  on  a  (n°  19) 

■mf  =  da.  cos  y>.me  -\-  da' .  cos  \me  -\-  da".  COS  Zme  ; 
mais  Xme=^xOy',  \me  =  yOy',  Zme  =  zOy', 

donc  on  a  mf=bda  -p  b'da'  -\-  b"da" 
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en  ayant  égard  aux  signes  de  toutes  les  quantités.  On  aura  w/" positive  ou  négative,  selon 
qu'elle  tombera  sur  me  ou  sur  me'. 

Mettant  pour  m/"  sa  valeur  rdt  qui  est  vraie  en  ayant  égard  aux  signes,  on  a  enfin 

hda  +  /)  da'-\-  h  "da  "  =  rdt. 

Considérons  maintenant  le  point  «  situé  sur  Taxe  Oy'  à  une  distance  de  l'origine  égale 
à  l'unité.  Soit  un'  le  déplacement  de  ce  point  pendant  l'instant  dt  et  nh  la  projection 
de  ce  déplacement  sur  la  droite  g'ng  parallèle  à  Ox'.  (On  suppose  ng  dans  le  sens 
des  x'  positives.) 

Si  nous  menons  par  le  point  n  trois  axes  auxiliaires  parallèles  aux  axes  fixes  0:r,  Oy, 
Or.  on  pourra  regarder  «w  comme  la  diagonale  d'un  parallélépipède  dont  les  arêtes  sont 
les  coordonnées  de  n'  par  rapport  à  ces  axes  auxiliaires  et  sont  égales  à  db,  dh'.  dh'\  en 
avant  égard  aux  signes.  D'ailleurs  les  côtés  positifs  des  axes  auxiliaires  font  avec  ng  des 
angles  dont  les  cosinus  sont  a,  a',  a'',  on  a  donc 

„h  =  adb-\-a'dh'-\-a"dh". 

nli  est  positive  ou  négative,  selon  (ju'elle  tombe  sur  ng  ou  sur  ngi,  et  si  l'on  fait  attention 
au  sens  de  la  rotation  r  lorsque  r  est  positive ,  on  voit  qu'on  a 

■nh^=  —  rdt; 

donc  enfin  adh-{-adh'-\-a'  dh"  z=  —  rdt. 

En  comparant  cette  valeur  de  —  rdt  avec  celle  de  rdt  donnée  ci-dessus .  on  en  conclut 
hda-\-h'dai-Y-b"da"  =  —adh  —  a'db-  —  a-  dh" 
cemme  nn  le  trouverait  en  dilférentiant  l'équation 

oi  +  a'è  -|-a"i"  =  o 
(|ui  exprime  que  les  axes  Ox'  et  Oy'  sont  à  angle  droit. 

L'équation  hda-\-b'da'-\-b  ''da"=  —  adb  —  a'db'  —  a"db" 

signifie  donc  (|ue  la  rotation  r  autour  de  l'axe  0-',  produit  sur  les  points  m  et  /* .  situés  à 
l'unité  de  dislance  de  l'origine  sur  Oi'  et  sur  Oy',  des  déplacemens  dont  les  projections 
faites  respectivement  sur  Oy'  et  sur  Oo;'  sont  égales ,  et  que  lorsque  la  première  est  dans 
le  sens  des  y'  positives,  la  seconde  est  dans  le  sens  des  a'  négatives  et  vice  versa. 

On  pourrait  trouver  d'une  manière  semblable  les  formules  relatives  à  la  rotation  autour 
de  Oy'et  de  Oi;';  mais,  pour  abréger,  nous  les  déduirons  de  celles  que  nous  venons  de 
trouver .  au  moyen  de  la  ]iermutation  tournante  basée  sur  ce  tableau  : 

a  h  c  p  g  r 

c  a  b  r         P  ■        g- 

En  substituant  dans  la  formule 

hda-^h'da'-\-h''da''=zrdt 
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les  lettres  inférieures  aux  lettres  supérieures  correspondantes,  il  vient 

adc-^a'dc'-\-a"dc"—qdt , 
01  par  les  mêmes  substitutions  opérées  sur  celte  dernière  formule ,  on  a 

cdl)  +  c'dh'  +  c''dh"=pdt. 
On  déduira  aussi  de  la  formule 

adh-{-a'dh'-{-a"dh"=—rdt ,     les  deux  suivantes 

cda-\-c'da'  -\-c''da"^ —  qdt 
hdc  +  b'dc'-^h''dc"=~pdt. 

Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  le  sens  positif  de  rotation  autour  des  axes  Ox',  Oy'.  Os' 
est  celui  qui  est  indiqué  par  la  flèche  du  style  quand  on  le  place  sur  les  côtés  positifs  de 
ces  axe^.  la  pointe  étant  à  l'origine,  comme  dans  la  tig.  212. 

•'lo.  Supposons  que  l'origine  0  soit  un  point  lixe-  Prenons  toujours  sur  le  côté  positif  de 
Taxe  0^',  la  distance  Ow  égale  à  l'unité  linéaire  (fig-  212),  et  soit  »jw'  le  déplacement  du 
point  m  pendant  l'instant  dt  consécutif  à  t ,  dû  à  la  vitesse  de  rotation  w  autour  de  l'axe  Ol. 

A  cause  de  cosx'Ox=:a ,  la  projection  de  0»t  sur  l'axe  lixe  0:2;  est  o  et  celle  de  mm 
est   da. 

L'arc  mm'  peut  être  considéré  comme  une  droite  infiniment  petite  située  dans  un  plan 
end  perpendiculaire  à  Ox'. 

Achevons  le  rectangle  dont  mm'  est  la  diagonale  et  dont  les  côtés  w/et  mf'  sont  paral- 
lèles aux  axes  Oy'  et  Oz'. 

mfe&l  le  déplacement  du  point  m  parallèlement  aux  y'.  Il  peut  être  considéré  comme 
dû  à  la  rotation  r  et  à  cause  de  0»j=1  ,  on  a  mf=rdt\  formule  vraie  en  ayant  égard 
aux  signes  île  ««/"et  de  r  et  en  faisant  attention  que  mf  est  positive  ou  négative  selon  (]ue 
l'on  va  de  m  en  /"dans  le  sens  me  ou  dans  le  sens  me'. 

Le  déplacement  de  m  parallèlement  aux  z'  est  mf.  Si  on  le  considère  conmie  dû  à  la 
rotation  q ,  on  aura  mf':=  —  qdt  Nous  mettons  le  signe  —  devant  le  second  membre,  parce 
(jue  mf  est  dirigée  de  m  en  f  selon  les  z'  négatives  lorsque  la  rotation  q  est  positive  et 
vice  versa. 

La  projection  de  mm'  sur  l'axe  Ox  (lequel  n'est  pas  tracé  dans  la  figure)  est  égale  a 
celle  de  la  ligne  brisée  mfm',  c'est-à-dire  à  la  somme  algébrique  de  celles  de  mf  cl  mf. 

mf  ou  rdt  pouvant  être  considérée  comme  une  abscisse  y' ,  positive  ou  négative,  sa  pro- 
jection, sur  l'axe  des  x  est  égale  à  mfcos  y'Ox,  en  ayant  égard  au  signe  de  mf  cl  à  celui 
du  cosinus.  Mettant  pour  mf  sa  valeur  rdt  et  poiu"  cos  y'Ox  sa  valeur  h  ,  on  a  brdt  pour 
la  projection  de  tnfsuv  l'axe  des  x. 

En  considérant  mf  ou  — qdt  comme  une  ordonnée  :  ',  positive  ou  négative,  sa  projec- 
tion sur  l'axe  O.z  s'exprimera  par  mf  cos  z'Ox,  en  ayant  égard  aux  signes.  Mettant  pour 


112  DE    QUELQUES    FORMULES    DIFFERENTIELLES 

mf  sa  valeur  — qdt  et  pour  cos  z'Ox  sa  valeur  c ,  on  aura  — cqdt  pour  la  projection  de 

mf  sur  l'axe  des  x. 

La  projection  de  mm'  sur  les  x  étant  da,  et  celles  de  mf  el  mf  étant  bidt  et  —  cqdt, 

on  a  enfin 

rfa  =  (br —  cq)dt. 

Cette  formule  signifie  donc  que  la  projection  de  mm'  sur  l'axe  des  ^  est  égale  à  la 
somme  algébrique  des  projections  des  deux  parties  de  la  ligne  brisée  mfm'  fermée 
par  7fim,'. 

Pour  avoir  la  projection  de  mm'  ou  de  la  ligne  brisée  mfm'  sur  les  y,  il  suffit  de  rem- 
placer a,  b,  c,  par  a',  h',  c',  et  l'on  a 

da'=={b'r—c'q)dt. 

De  même  la  projection  de  mm'  sur  les  :  sera 

da"  =  {b"r—c"q)dt. 

Au  moyen  d'une  permutation  tournante  basée  sur  ce  tableau 

x'  y'  z'         p  q  r  a  h  <■ 

z'         x'  y'  r         p  q  c  a  h  , 

on  passera  de  la  formule 

da^(br  —  cq)dt  à  la  formule 

dc=(aq — hp)dt         et  de  celle-ci  à 
dh^=[cp  —  ar)dt. 

de  est  la  projection  sur  les  x  du  déplacement  du  point  C  de  l'axe  Oz',  en  supposant  Of.=l . 
La  projection  de  ce  déplacement  sera 

dc'=(a'q  —  b'p)dt  sur  l'axe  des  y  et 

dc''=(a''q—h"p)  dt        sur  l'axe  des  z. 

dh  est  la  projection  sur  les  x,  du  déplacement  du  point  n  de  l'axe  Cy',  en  supposant 
On^\ .  La  projection  de  ce  déplacement  sera 

dh'=  (c'p  —  a  c)  dt  sur  l'axe  des  y  et 

db''={c"p—a"r)dt         sur  l'axe  des  z. 

4G.  Lorsqu'un  corps  tourne  à  un  certain  instant,  avec  une  vitesse  w ,  autour  d'un  axe 
01 ,  il  en  résulte  pour  cliac-jn  des  points  qui  ne  sont  pas  sur  cet  axe  une  certaine  vitesse 
dans  une  direction  déterminée.  En  désignant  toujours  par  p,  q,  r  les  composantes  de  w 
autour  de  Ox',  Oy' ,  Oz',  et  par  x',  y',  z'  les  coordonnées  d'un  point  M  rapportées  à  ces 
axes ,  on  a 

qz'—ry',  rx'—pz',  py'—qx' 

pour  les  projections  de  la  vitesse  de  ce  point  sur  Qx',  Oy',  Oz'. 
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On  suppose  que  la  vitesse  <■>  demeure  conslanle  pendant  rinstanl  dt  consécutif  à  lépoquc 
t.  et  (|ue  le  mouvement  de  !\I  pendant  cet  instant  est  rectiligne.  De  plus,  comme  les  axes 
Oj-',  Oy'.  0:'  sont  mobiles  avec  le  corps,  la  vitesse  du  point  M  se  projette,  à  i)ropremeni 
parlei',  sur  les  traces  que  ces  axes  auraient  laissées  de  leur  passa»je  dans  resi)ace.  a 
l'époque  t. 

Chei'clions  à  démontrer  ces  formules  par  la  jjcométrie. 

Suit  .M  le  point  doiuié,  lig.  213,  dont  nous  supposons,  dans  notre  lijifure,  les  trois  coor- 
données positives.  Achevons  le  parallélépipède  dont  OM  est  la  diajjonale  et  qui  s  appuie 
sur  les  axes. 

Menons  dans  le  plan  AME,  MP  perpendiculaire  à  AM  ,  dans  le  sens  de  la  lotation  p. 
dans  le  plan  BMH,  ÎMO  perpendiculaire  à  BM,  dans  le  sens  tle  la  rotation  q. 
dans  le  plan  CMF,  MR  perpendiculaire  à  CM  ,  dans  le  sens  de  la  rotation  ;. 

^'otre  figure  suppose  que  les  rotations ^j,  q,  r,  sont  toutes  trois  positives. 

Prenons 


JslP^pdt.  AM=pf7/  Vy'-+:'- 


}.]0  =  qdt.  m\  =  qrlt  V   .r'-  +  ;  •    . 


MF\  =  rdt.  Ç.M  =  rdf  Vx'-  +  >j'''   , 

MP  peut  être  considérée  comme  un  arc  infiniment  petit,  décrit  du  point  A  comme  centre 
avec  AM  comme  rayon.  On  fera  une  remari[ue  semblable  relativement  à  Mo  et  à  MU.  Ue 
cette  manière  ces  trois  droites  sont  les  déplacemens  du  point  M  ,  pendant  Tinstant  di,  coi- 
respondans  aux  rotations  p.  q  et  r. 

Soit  M  la  iiosilion  de  M  au  bout  de  l'instant  dl.  Ce  point  n'est  pas  indi(|ué  dans  la 
figure.  L'aie  infiniment  petit  MM'  |)eul  être  considéré  comme  une  ligne  droite.  En  vertu 
du  théorème  du  n"  43,  ce  déplacement  réel  MM',  di'i  à  la  rotation  w,  est  la  résultante  des 
trois  déplacemens  MP,  MO,  MR,  ou  la  diagonale  d  un  parallélépipède  construit  sur  ces 
trois  axes. 

Ce  parallélépipède  est  représenté  en  fig.  214  ,  et  l'on  a  mené  FMG  parallèle  à  Oa^'. 

La  projection  de  MM'  siu-  O.r'  ou  sur  sa  parallèle  FMG  est  égale  à  celle  du  polygone 
MPLM'.  Celle  de  MP  est  nulle  paice  (pie  MP  est  perpendiculaire  à  Oa-'.  Celle  de  PL  est 
égale  et  de  même  sens  tpie  celle  de  MQ  (pii  est  MK.  Celle  de  LM'  est  égale  et  de  même 
sens  que  celle  MR  (pii  est  Mo. 

Or  MK  est  égale  a  MQ  cos  QMG. 

D'ailleurs  QMG  =  RMD  lig.  213,  car  ces  angles  sont  l'un  et  lanUe  égaux  a  9U"  -DM0  ; 

MD  "^  ' 

donc  cos  OMG=  cos  BMD^ =  ~       et  iwr  conséquent 

BM        V:,'-'-{.z-'   ,  ' 


•      MK—qdtV'x  --{--■''    '  —qz'dt. 

Mû  projection  de  MR  sur  MG  est  égale  à  MR  cos  RMF  ; 
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or  RMF  =  CME  ,     (fig.  213)  donc 

ME  y' 

cos  RMF  =  cosCME=— -=  -Tzr^=^  ,        donc 
CM       \  xi--\-y'- 


Mp  =  rdt  'v  x"--\-  y  -  •   -L ^  ry'dt   abstraction  faite  du  signe. 

Nous  montrerons  tout-à-l'heure  que  lorsqu'on  veut  avoir  égard  aux  signes,  il  faut  posei- 
MK  =  ç;  'dt  ,  et  Mo  =  —  ry'dt 

I.e  déplacement  de  MM'  projeté  sur  les  x',  étant  égal  à  la  somme  algébri(|ue  de  MK  et 

Mf,  sera  exprimé  par 

qz.'dt—  ry'dt. 

Pour  avoir  la  vitesse  de  M  parallèlement  à  cet  axe .  c'est-à-dire  son  déplacement  pen- 
dant l'uniti'  de  temps .  il  faut  diviser  cette  expression  par  dt  et  il  vient 

qz'—  ry'. 

cherchons  l'expression  de  la  vitesse  du  point  M  selon  les  y'- 

Son  déplacement,   peiKiaiU  l'mslant  dt,  projeté  sur  EMH  parallèle  à  Oy'.  fig.  213,  est 

égal  à  la  sonmie  algébrique  des  projections  de  MR  et  de  MP  sur  EH.  Celle  de  MQ  est  nulle. 

La  projection  de  MR  est  égale  à 

MF  x' 

MR  cos  RMH  =  MR  cos  CMF  =  MR. =  rdt  \  x'-\-y  '-  ■  =  li^dt. 

MC  ^  .   JTTip-: 


Celle  de  MP  est  égale  à 


MD 


MPcos  PME=  MPcos.«ID=MP — =pdtV y'-->f.z- •  ^-         =pz'dt.  abstra- 

.^M  Vy'^+z'- 

ction  faite  du  signe  et  — pz'dt.  en  y  ayant  égard. 

Le  déplacement  de  M  selon  les  y 'est  donc 

rx'dt— pz'dt         et  sa  vitesse 

TX' pz' . 

Le  déplacement  de  M  pendant  l'instant  dt,  paraUèment  à  O3',  est  égal  à  la  somme  des 
projections  sur  DMI  parallèle  à  0=',  des  droites  MP  et  MQ.  Celle  de  MR  est  nulle. 
Celle  de  MP  est  égale  à 

|yi£  y' 

MPcos  PMI  =  MPcos  AME=  MP.       =pdt\  y'^4-3  '.7^       ,     '  =  pyidt 

AM      ^         ^    ^         l  y--\-z'-      ^^ 

Celle  de  MQ  est  égale  à 

FM 


MO  cos  QMD  =  MQ  cos  BMF=  MQ  -—  =  qdi  V  xi^Jr^''    . \ =  qx  dt ,  absliac- 

BM  •  \  X  - ■\-  z'' 

tion  faite  du  signe  et        —  qxdt  en  y  avant  égard. 
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Le  déplacement  de  M  parallèlement  aux  s'  est  donc 

py'dt  —  qx'dt  et  sa  vitesse 

pij'  —  qj--'. 

Au  reste  les  deux  dernières  formules  se  déduiraient  immédiatement  de  la  première  au 
moyen  de  la  permutation  tournante 

x'  y'  z'  p  q  r 

-'        ^'        y'        '        p        '/ • 

En  mettant  dans  la  formulées' — ry',  au  lieu  des  lettres  qui  y  figurent,  celles  ([ui  leur 
correspondent  dans  la  seconde  ligne ,  il  vient 

py' — q.t'  pour  la  vitesse  selon  les  z'. 

Puis  mettant  dans  cette  dernière  les  lettres  correspondantes ,  il  vient 

Txi — pz'    pour  la  vitesse  de  M  ,  selon  les  y'. 

Montrons  maintenant  la  généralité  de  la  formule  qz'dt  —  ryidt  relativement  aux  signes 
Supposons  que  la  droite  OU  de  la  lig.  "213  soit  perpendiculaire  au  plan  des  figures  "215 

et  2)0  sur  leiiuel  elle  se  projette  en  un  point  l>. 

Quels  que  soient  la  position  du  poiiU  M  et  le  sens  de  la  lotation  q  ,  on  voit  par  ces  deux 

figures  que  l'on  a  toujours,  abstraction  faite  des  signes, 

MK  =  MQcosOMK 
d'ailleuis  nMK=r,MD 

^       DM  =' 

etcosBMD=    -=    : 

BM 


l   x''-\-: 


mettant  pour  MO  sa  valeur  ^'c^J.BM     ou     qdt  V x^--i^z'-  ,  on  a 

MK=y3/rf<. 

La  lig.  210  montre  (jue  lorsque  la  rotation  q  est  positive,  c'est-à-dii'e  dans  le  sens  de 
la  flèche,  MK  a  le  même  signe  que  DM  ou  z' . 

La  fig.  216  montre  que  lorsque  la  rotation  q  est  négative  ,  MK  a  un  signe  contiairc  a 
celui  de  3'.  La  règle  des  signes  est  donc  toujours  vérifiée  sur  la  formule 

UIL— qz'dt. 

On  remarque  que  la  projection  MK  est  nulle  pour  les  points  oit  zi=o. 

Supposons  que  la  droite  OC  de  la  fig.  213  soit  perpendiculaire  au  plan  des  figLires  217 
et  21  S,  sur  lequel  elle  se  projette  en  un  point  C. 

Quels  que  soient  la  position  du  point  M  et  le  sens  de  la  rotation  r.  on  voit  par  ces  deux 
figures  que  l'on  a  toujoiu-s,  abstraction  faite  des  signes 
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Mp  =  MRcosRMp, 
l'angle  RMp  =  CME  el 

cos  CME  =— =r —  abstraction  faite  du  signe. 

CM  ^/r'i!_^y'= 

D'ailleurs  MR  =  rdf.  CM  =  rdt  \/^=+y"  . 

donc  Mù  =  nj'dt  abstraction  faite  du  signe. 

Pour  y  avoir  égard  ,  il  faut  poser 

Mp  =  —  ry'dt. 

En  elfct  si  r  est  position  comme  en  fig.  217,  on  voit  que  Mp  a  un  signe  contraire  à  celui 
de  EM  ou  y' . 
Et  lorsque  r  est  négative,  comme  a  fig.  218,  on  voit  que  Mp  a  le  même  signe  que  y'. 

La  formule  Mp  =  —  ry'dt  est  donc  toujours  vérifiée. 

Le  déplacement  de  M  parallèlement  aux  x'  étant  égal  à  la  somme  algébrique  de  MK  et 

de  Mp ,  s'exprime  donc  par 

qz  'dt  —  ry'dt         et  sa  vitesse  par 

qz'  —  ry'. 

Les  deux  antres  formules  i:t' —  pz'  et  py' — qs'  se  déduisant  de  celle-ci  par  une 
permutation  tournante  ,  il  ne  sera  pas  nécesssaire  de  les  discuter. 

Remarque  générale  sur  les  formules  précédentes. 

47.  Les  formules 

ada-\-a'da'-\- a'  da''=i_)  • 

bda  +  bda'-\-h"da''=rdt 

dc=(aq  —  hp^  dt  : 

et  leurs  analogues,  ainsi  que  les  expressions 

qz'  —  ry'   ,  rx'  —  pz'   ,  py' — qx'  ^ 

des  composantes  de  la  vitesse  du  point  (^',  y' ,  z')  selon  les  w,  les  y'  et  les  z',  sont  toutes 
fondées  sur  le  même  fait  géométrique ,  savoir ,  que  la  projection  d'une  droite  sur  une 
auti'e  est  égale  à  la  somme  algébrique  des  projections  des  côtés  d'un  polygone  fermé  par 
cette  droite.  Et  ce  fait  géométrique  repose  lui-même  sur  le  suivant ,  qui  est  presque  un 
axiome;  c'est  que,  lorsqu'un  point  parcourt  successivement  différentes  distances,  sur  une 
droite ,  dans  un  sens  ou  dans  le  sens  contraire ,  la  dislance  entre  le  point  de  départ  et  le 
jioint  d'arrivée  est  égale  à  la  somme  algébrique  des  distances  parcourues  (Voyez  n"  d). 

C'est  sur  un  fait  aussi  simple  que  reposent  toutes  ces  formules;  mais  il  fallait,  pour  s'en 
convaincre  ,  reconnaître  leur  signification  géométrique  et  dissiper  le  nuage  qui  les  recouvre 
lorsqir'on  ne  les  obtient  que  par  des  procédés  algébritjues. 
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Addùion. 

4}}.  Ici  se  termine  notre  tâche:  mais  |)uisi|Me  nons  venons  de  nous  occuper  des  (|iian- 
tités  p,  q.  r.  nons  ne  i[nitterons  pas  ce  sujet  sans  rappeler  (]neli]ues  l'oimnles  intéres- 
santes de  mecanii|ne  où  ces  quanlUes  tignient. 

Nous  avons  vn  au  n^  o>i,  que  les  sommes  des  moments  des  forces  P,  P',  P'  ....  pai  rap- 
port aux  axes  Ox.  Oy.  0:,  étaient 

L  =  P(ycûs  7—3  cos  p]-\-?'{>/'  C0S7  —  :'  cos  5':+ etc. 

M=P(::  COS  2  —  X  cos  7)4-P'C  =  '  COS  x'—x'  COS7  )-(-etC. 
I\'=:P(:r  cos  p — y  COS  z)-|-P'(x'  COS  S'—  y'  COS  y.  ]-(-etc. 

■X.  p.  7  étant  les  angles  (lue  la  force  P  l'ait  avec  les  axes,  el  x,  y,  z  ses  coordonnées  cou- 
rantes, et  ainsi  des  autres. 

Considfions  maintenant  comme  des  forces  les  quantités  de  mouvemenl  des  élémens  d'un 
corps  qui  tourne  autour  d'un  |>oint  lixeO. 

Les  coordonnées  de  l'élément  tîm  étant  x',  y',  -'  par  rapport  aux  axes  fu^  Oy'.  Oi', 
nous  avons  vu  que  les  comiwsanles  de  sa  vitesse,  parallèles  à  ces  axes,  étaient 

(j-    -nj'.  r.r  —pz-  .  pij  —qx  . 

Si  doue  nous  assimilons 

P  cos  z  a  j;  — nj\din. 

P  cos  p  à  (/'.r' — p:  )dm, 

P  COS  7  à  (py'—  qx')dm. 

el  ainsi  de  suite  pour  les  autres  forces,  on  aura 

L  ;=  /  [{py —  qxi)  y'  —  {rx'  —  pz')  -']  dm    , 

^^= jK'i-'— ''!/■') - '  —  ipy'—  qx')x'] dm  , 

N  =  /  \^rx'  — pzl)x'  —  {qz'  —  ''y  )y'l  <■''«■ 

Les  intégrales  s'étendent  à  la  masse  entière  du  mobile.  On  peut  écrire  ces  formules  ainsi  ; 

L^  —  qjx'y  dm  —  r  j  x  z  dm-\-p  1  \y'--\-z  ')d»i   . 

r  f  r 

M=  -  r  '  y  z  dm — /;  ,  y  x  dm-\-q  j  i,  :  '-\-x  -)dm    . 

N^= — p  j  z  X  dm  —  q  1  '  y  diii-\-r  I  \x  --f-  y  ')dm    . 

Si  l'on  se  rappelle  que  le  moment  d'inertie  d'un  corps,  par  rapport  à  un  axe,  est  la 
somme  des  produits  de  ses  élémens  matériels  par  le  carré  de  leur  distance  à  cet  axe  .  on 
voit  (jue 
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I  !/"-{- z'-') dm  est  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  l'axe  Ox',  j{z  --{-x'-)dni 

son  moment  d'inertie  par  rapport  i\  Oy'  e(  I  (ii-'---\-y'-)dm  son  moment  d'inertie  par  rap- 
port a  03'. 

Si  l'on  suppose  que  ces  axes  soient  les  axes  principaux  qui  se  coupent  au  point  0 ,  et 
que  l'on  nomme  A  .  B  ,  C  ,  les  momens  d'inertie  principaux  par  rapport  à  Ox',  Oy',  0='  : 

il  viendra  ,  à  cause  de    i.r'y'dm  =  o  ,    jxiz'dm  =  o  ,    jy'z'dm  =  o  , 

L  =  Ajo  ,  M  =  lig  ,  )N=Cr. 

Ces  équations  expriment  ime  propriété  fort  i-emarquable  des  axes  principaux . 

Supposons  en  etl'et  c[iie  le  corps  tourne  autour  de  Ox'  avec  une  vitesse  de  rotation  p. 
Appelons  ,0  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'élément  dm  sur  cet  axe.  On  aurait /)p  pour  la 
vitesse  de  cet  élément,  prjdm  pour  sa  quantité  de  mouvement  et  pfdm  pour  le  moment 

de  cette  quantité  de  mouvement  par  rappoit  à  l'axe  Ox'.  Par  conséquent  p  j  o-dm  serait 

la  somme  des  momens  des  quantités  de  mouvement  de  tous  les  élémens  du  corps,  pris  par 

lapport  à  l'axe  Ox'.   Mais  /  o'dm^K  ,  cette  somme  serait  donc  égale  à  Xp. 

Ainsi  lorsqu'un  corps  tourne  autour  d'un  point  Hxe  0,  si  l'on  suppose  (jue  la  vitesse  de 
lotation  autour  de  l'axe  instantanée  01  est,  à  un  instant  quelconque,  égale  à  w ,  la  somme 
des  momens  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  l'axe  principal  0^'  est  la  même 
(|ue  si  le  cor|)s  tournait  à  cet  instant  autoin'  de  Ox'  avec  une  vitesse  p=r.>  cos  \0x'.  Cette 
propriété  appartient  exclusivement  aux  axes  principaux. 

Lorsqu'aucune  force  accélératrice  n'agit  sur  le  mobile ,  ou  dans  le  cas  de  la  gravité 
lorsque  le  point  fixe  0  est  le  centre  de  gravité  du  corps ,  on  a 

A>^  +  BY  +  f'-'-^=^' (0 

h-  étant  une  constante.  Voyez  le  traité  de  mécanique  de  Poisson  n"  414. 

Puisque  kp,  Bq,  Cr  sont  les  momens  des  quantités  de  mouvement  autour  des  axes  rec- 
langulaires  0^'',  Oy' ,  0=',  le  premier  membre  de  l'équation  (f)  est  le  quarré  du  moment 
principal.  Ainsi  cette  équation  nous  apprend  que  le  moment  principal  est  une  (luantité  cons- 
tante dans  le  cas  dont  il  s'agit. 

On  a  aussi ,  dans  le  même  cas , 

.\pa -\-Hqh -\-C.rc  =  l , 

Apa'  +  \iqh'-\-Crc  =1',        '  ç,j 

Kpa"+nqh"-\-Crc"=l"    ] 

l,  l',  l"  étant  des  constantes. 

Puisque  les  momens  se  projettent  comme  des  droites,  on  voit  (jue 

kj)a -\-  Wqh -\-('.rc  ni! 

kp  cos  (xx')  -\-  1!^  cos  (.xy  ')  -\-  Cr  coS  (xz  ') 

est  le  moment  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  Taxe  lixe  Ox. 
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De  même  \pa  '  -\-  Hqh  '  -\-Crc' 

\pa"-]-\)c/''i'-rCrc'' 

sont  les  niomens  des  (juanlités  de  mouvement  par  rapport  aux  axes  fixes  Oy.  et  0;. 

Les  équations  (h)  nous  apprennent  donc  que  ces  sommes  sont  constantes  dans  le  cas 
qui  nous  occuiie. 

En  désignant  pai-  Om  laxe  principal  on  aura 

COS  viOx  =  —  ,        cos  »«0y  =  — -  ,      COS  »)0;=  —  : 

ainsi  l'axe  principal  et  fixe  dans  l'espace,  puisque  /,  l\  l"  et  k  sont  des  constantes. 
Si  l'on  ajoute  les  (]uarrés  des  éciualions  (h)  et  qu'on  ait  égard  aux  équations 

a=-|-a  -_|-o  '=  =  ]  .        h'.-\-h'--\.b''-=l.        c--{-c'- -\-c''-  =  ] 
,il)-\.ii  ),'  -\.  a    b'^=o  .        ac -\- a  o'  -\- a"c'^^o  .        hc -\-1yc' -\-h"(:''^o  , 

il  vient  k-p'  +  Wq-  -f-  y7r  =  l-  -\- l '-  Jf- 1 '  -  ; 

donc        i-  =  /-  +  /'=-f /"•-. 

Celte  relation  entre  les  constantes  n'est  qu'une  propriété  des  projections  ries  lignes 
droites.  Car  si  l'on  représente  \p .  I5g,  C/-  par  des  droites  prises,  à  paitir  de  l'origine  sur 
0.r'.  Oy',  Os',  en  ayant  égard  aux  signes,  la  quantité  h  sera  représentée  par  la  diago- 
nale du  parallélépipède  construit  sur  ces  droites,  et  la  quantité  /  sera  représentée  par  la 
somme  algél)rique  des  projections  de  ces  lignes  sur  Ox ,  ou  par  la  projection  de  la  dia- 
gonale k.  De  même  les  projections  de  cette  dia.gonale  sur  Oy  et  0;  seront  /'  et  /'.  Donc 
k  est  aussi  la  diagonale  du  parallélépipèile  construit  sur  / .  /'  et  l"  et  l'on  doit  avoir 

l'J^l>'-\.lii-^  =  k-. 


49.  On  a  aussi  dans  le  cas  dont  nous  parlons 

.V=-f  B9-4-Cr=/i     ....     (c) 
Il  étant  une  constante. 

Poui-  savoir  ce  que  signifie  cette  équation ,  nous  l'écrirons  ainsi  : 

.\p.p  +  \',q. g +  !>.,■ 

\  p^  +  q^+  r  . .    -.---^^--  =  ''     •  (<•) 

t   p-  +  q-  +  f' 

Ra|ipelous-nous  que  01  étant  l'axe  instantanée,  on  a 
cosIOa'  =  — ^  .     cosIOy'— ■  ''    —  ,       cos  103':= 


^  P'  +  r  +  >■'  V  p':  +  q--\-r  ^P'+  f  +  >-' 

kp  étant  le  moment  des  quantités  de  mouvement  autour  de  l'axe  principal  0.;  .  la  ipiaii- 
Kp.p 
'•'^      la...  ~.    est  donc  la  projection  de  ce  moment  sui'  Taxe  instantanée. 
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By.ç  Cr.r 

,     De  même      .  ■  „  ,    ,  —^  ,      .  — ,  ,    ,  F^.      sont  les  projections,  sur  Taxe  iiistan- 

tanée,  des  momens  des  quantilés  de  mouvement  relatifs  à  Oy'  et  à  Oz'. 
L'équation  (e')  signifie  donc  (|uc  la  somme  des  momens  des  quantités  de  mouvement, 

autour  de  l'axe  instantanée,  multipliée  par  la  vitesse  de  rotation    Vp^-\-q^  +'"^  autour  de 
ce  même  axe,  est  une  quantité  constante  dans  le  cas  en  question. 

Si  l'on  lyit  pour  abréger    V p--\-q--{-r^  =o,  et  que  l'on  nommme  tt  la  perpendiculaire 
abaissée  de  l'élément  dm  sur  l'axe  instantanée,  l'intégrale  jwTzdm  x  r:     ou      Iw-'dm. 

étendue  au  corps  entier ,  exprimera  la  somme  des  momens  des  quantités  de  mouvemens 
autour  de  l'axe  instantanée. 
Le  produit  de  celte  somme  par  la  vitesse  de  rotation  '.i  sera 

'■> l'.n:'-dni     OU     JM-ix-dm,     et  d'après  l'équation    (<>') 

r 

ou    a  I  iii-7:-dm,^=  Kp' -\-hcf -\- ùr  :^h. 

Mais  'ot:  est  la  vitesse  réelle  de  l'élément  dm ,  puiscjue  le  corps  tourne  eirectivemenl 

autour  de  l'axe  instantanée  ;  donc  w-tt-  dm  est  la  force  vive  de  cet  élément,  par  consé- 

(luenl  l'équation. 

kp'--\-V,q--\-Cr  =  h 

signifie  encore  c[ue  la  somme  des  forces  vives  est  constante  dans  le  cas  qui  nous  occupe. 
Nous  pouvons  encore  retrouver  cette  signification  de  la  quantité  Kp-  +  B?"  +  C'"'  d'a- 
près les  expressions 

q:' —  ryl,  rx'  —  'pzl ,  py'  —  qx', 

(jui  sont  les  composantes  de  la  vitesse  de  l'élément  dm  selon  les  axes  0.t',  Oy',  Os'. 
Le  quarré  de  la  vitesse  de  cet  élément  est  donc 

(q-'-'-yT  +  0--T'-pz'/  +  (py'-q^')'- 

En  multipliant  ce  quarré  par  dm  on  aura  la  force  vive  de  l'élément  dm  et  en  intégrant 
dans  toute  1  étendue  du  mobile,  ou  aura  la  somme  des  forces  vives. 
En  développant,  multipliant  cliaciue  terme  par  dm,  puis  intégrant  et  supprimant  les 

termes  affectés  de     L'ydm  .      L-'zUlm.     lyz'dm  ,     qui  sont  nuls  ,  on  trouve 

Ff(y"  +  -  '0  ^"''  +  TjO''"  +  =  0  fi'"  +  >'f(^'"  +  y'')  '^"' 

(M  A/)-  4-  IJ?"  +  *^'''' 

pour  la  somme  des  foi'ces  vives. 
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(A)  paye  3  Hune  4. 

La  figure  '219  .  |il;inche  dernière,  présente  des  exemples  de  la  forniiilr 

,r=OP  =  no'P  =  «+j-  . 

On  ;i                            1°  .  .  .  j-=00'P=o  +  3  =  S 

2"  .  .  .  .r=00  P  =  o  — î^-î 

3"  .  .  .  i-=00  P=5— ï<=— o 

4"  .  .  .  ;r  =  00  P=  — o-f8^;i 

6°  .  .  .  j-=00'P=  — o  +  2=  — 3 

6"  .  .  .  j=00/p=— .3  — 3=  — >> 

Si  Ion  désigne  par  u.  la  valeur  absolue  de  a  .  on  aura 
lorsque  0'  esl  du  côte  posliiT  par  rapport  à  0  .  comme  dans  les  trois  premiers  exemples. 

et  .r=  —  y.-\-T'  . 

lorsque  0  '  est  du  côté  négatif,  comme  dans  les  trois  derniers  exemples. 

On  se  servira,  dans  les  applications,  de  ces  dernières  formules  qui  mettent  le  signe  de 
00'  en  évidence. 

(Il  peut  arriver  qu'on  veuille  compter  les  x'  positives  en  sens  contraire  des  x  positives. 
.\lors,  après  avoir  substitue  dans  l'équation  de  la  courbe,  pour  .r  sa  valeur  ■y.-\-x'  ou 
—  a  -(-  .2-  \  il  faudra  changer .  dans  cette  équation  .  le  signe  de  x'.  Il  est  clair  qu"on  ar- 
riverait au  même  résultat  en  faisant  immédiatement  usage  des  formules    x=u—  r'    et 

X= -J.  —  x'.] 

Pour  faire  une  application ,  consid(''rons  le  thermomètre  de  Fahreulieit  (fig.  22(1")  et  pro- 
posons-nous d'exprimer  les  degi'és  à  partir  du  point  0',  marqué  -(-3'2.  (jui  correspond 
au  zéro  des  autres  thermomètres. 

Si  l'on  suppose  par  exemple ,        OV  =  oO.         OB=20.         0C=  — Kl.        on  aura 

0'\  =  0  OAr=  —  32  +  oO  =  ].S 
0  'B  =  0  Oii  =  —  32  -f  20  =  -  î  2 
0  T.=0  0C:=  —  32+1 0  =  —  42 
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Remarquons  que  si  l'on  change  l'oidre  des  termes  et  qu'on  écrive  pai-  exemple 
;iO—  32=18  ,  le  résultat  sera  numériquement  le  même;  mais  l'opération  ne  pourra  plus 
être  représentée  par  un  tracé  continu  d'une  manière  naturelle.  Car  50  —  32  sigiiilicrait 
alors  O'SA  :  or  ce  tracé  n'est  point  naturel,  le  point  S  (marqué  82)  étant  étranger  à  la 
(luestion.  Ainsi  à  proprement  parler  ce  n'est  pas  ici  32  qu'il  faut  retrancher  de  '60,  mais 
c'est  plutôt  50  qu'il  faut  ajouter  à  —  32. 

Puisque  nous  avons  introduit  ici  le  thermomètre  de  Fahrenheit,  nous  ajouterons  qu'a- 
près avoir  transporté  l'origine  au  point  0'  (marqué  +32),  les  degrés  comptés  à  partir 

6 
de  cette  nouvelle  origine  doivent  être  multipliés  par    -—     pour  avoir  ceux  du  tliermo- 

mètre  centigrade. 

Si  l'on  voulait  au  contraire  passer  du  thermomètre  centigrade  au  thermomètre  de  Fah- 

9 
renheii,  on  multiplierait  les  degrés  centigrades  par    ——  et  l'on  aurait  les  degrés  de  Fah- 

o 

renheit  correspondans,  mais  comptés  à  partir  du  zéro  centigrade,  c'est-à-dire  du  point  0'. 

Pour  transporter  l'origine  au  point  0 ,  (jui  est  le  zéro  Fahrenheit ,  on  aurait .  par  exemple 

ensupposant   0'A=!I8,     0'B=— 12,     0'C,=  — 42, 

0,V  =  00'A:=32  -\-  18=50 
0B=00'C  =  32  —  12=20 
0C=00'C  =  32  —  42=  —  10 

(B)  page  5  ,  ligne  9  en  remontanl ,  ajoutez  : 

Deux  rayons  vecteurs  positifs ,  répondant  respectivement  à  des  arcs  directeurs  «  et 
'■'  -\- 180°,  sont  deux  distances  comptées  en  apparence  sur  une  même  droite,  en  sens  con- 
traire l'une  de  l'autre  et  qui  cependant  sont  toutes  deux  positives.  Mais  ces  rayons  vecteurs 
sont  réellement  comptés  sur  un  axe  tournant  dans  tleux  positions  opposées  ;  c'est-à-dire 
sur  deux  droites  différentes  et  telles  (]ue  le  sens  positif  de  Tune  est ,  dans  ce  cas  particu- 
lier, directement  opposé  au  sens  positif  de  l'autre. 

On  peut  au  contraire  avoir  deux  distances  comptées  en  apparence  siu'  la  même  droite 
dans  le  même  sens  et  dont  cependant  Tune  est  positive  et  l'autre  négative.  Par  exemple 
sec  a  et  sec  {a  -f- 180°)  ;  mais  elles  sont  réellement  comptées  sur  deux  droites  différentes; 
savoir  sec  a  dans  le  sens  positif  de  l'axe  tournant  correspondant  à  l'arc  directeur  a  et 
sec  (n  +  180°)  dans  le  sens  négatif  de  l'axe  tournant  correspondant  à  l'arc  direc- 
teur a-f  180°. 

(C)  N°  iS  à  la  fin,  page  2"-. ,  ligne  4,  ajoutez  : 

Il  ne  sera  pas  inutile  de  donner  ici  la  formule  qui  exprime  le  cosinus  de  l'angle  de  deux 
droites  d'après  les  équations  de  ses  projections  sur  deux  des  plans  coordonnés.  Soient 
donc 
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\,j=bz  +  h  {y  =  h'z.  +  h' 

les  équations  de  ces  droites.  Par  l'origine  menons-leur  des  parallèles  MtM  et  N(iM'. 
(fig.  '221  .  planche  dernière)  dont  les  équations  seront 

Iy  =  bz        ''        y  =  h'z. 

et  qui  feront  entre  elles  le  même  angle  que  les  premières.  Comme  il  fout  clioisir  entre  deuv 
angles  supplémeniau-es ,  nous  conviendrons  de  prendre  l'angle  MOM'  lormé  par  celles  des 
branches  (]ui  font  avec  les  :  positives  des  angles  aigus.  Désignant  cet  angle  par  V  et  pai- 
a,  p,  7;  a',  p',  y\  les  angles  que  ces  branches  font  avec  les  côtés  positifs  des  axes, 
nous  aurons 

COS  V=  COS  a  COS  x'-(-C0S  p  COS  f' '  +  COS  7  COS  7' 

en  ayant  égard  aux  signes  des  sept  cosinus. 

Prenons  OMn=l  (fig.  2'2'2  et  223  ,  planche  dernière)  et  achevons  le  parallélépipède  dont 

OM  est  la  diagonale  et  qui  s'appuie  sur  les  axes.  Prenons  aussi  sur  les  :  positives.  0E^=  ! 

et  menons  EF  parallèle  à  l'axe  des  x  et  terminée  à  la  droite  OD  prolongée. 

On  aura  la  proportion 

EF:  OE  ::  CD:  OC. 

C'est  ce  que  font  voir  nos  figures,  et  ce  f|u'on  verrait  aussi  sur  les  deux  auires  figures 
([ue  l'on  pourrait  encore  construire:  car  OM  peut  être  dirigée  dans  Tun  des  quatre  angles 
trièdres formés  par  les  axes  autour  de  l'origine,  du  côté  des  :  positives. 

Il  faut  remarquer  que  EF  et  CD  sont  positives  lorsqu'elles  sont  dirigées  dans  le  sens  des 
X  positives,  et  négatives  dans  le  cas  contraire.  OE  et  OC  sont  toujoius  positives  (onnuc 
étant  toujours  dirigées  dans  le  sens  positif  des  z. 

Sil'on  fait  :;^=1  dans  l'équation  x=a:,  ([ui  appartient  a  OD .  on  aura  EK:=«. 
puisque  0E  =  1.  D'ailleurs  CD  =  0\^cos  z,  et  OC:=cos7. 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  proportion  ci-dessus,  on  a 

a  :  1  :  :  cos  z  :  COS  7 
d'oii  COS  z=a  COS  7. 

On  prouverait  de  la  même  manière  qu'on  a 

COS  s  =  è  COS  7 . 

.Si  l'on  met  ces  valeurs  dans 

COS  ■  '/  -\-  cos  'S  -(-  cos  -7=1  ,  il  viendra 

a''  COS  '7  +  b'-  COS  -7  -|-  COS  -7=  1  .         d'oii 

J 

cos  7=  —  — 

V  a-  -I-  /j-  -f  1 
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Nous  prenons  le  radical  avec  le  signe  4- ,    parce  que  nous  savons  que  l'angle    7   est 
aigti. 

On  a  donc  „  ;, 

cos  z=  —  .        eos  6=   —  — 

V  o-  +  h'  +  1  '  V  a=  +  i'  + 1 

On  trouverait  de  même .  par  rapport  à  la  droite  OM'. 

i                                                     a'  h' 

cos  =t'^ —  .       cos^'=- 


V   „'=_)-  6'5 -1-1  Va'Jt-h'^+i  \„,'^Jf-h'+l 

Mettant  pour  cos  7. ,  cos  ^,  cos  7,  cos  a',  cos  S',  cos  7'  leurs  valeurs  dans  la  formule 
cos  V=  cos  2  cos  2 '+ cos  ^  cos  p'  + cos 7  cos  7',     .     .     .     {i) 

il  viiMil  enfin 

aa'  +  bb'  +  l 

cos  V= ~ ^  .      .      .      (2) 

V  „*_l-4--|-  j       V'rt  =_[-/,'=  4-1 

Tel  est  le  cosinus  de  l'angle  formé  par  celles  des  branches  de  nos  droites  qui  font  avec 
Oz  des  angles  aigus. 

Cette  démonstration  rend  sensible  le  jeu  des  signes,  et  comme  elle  s'appuie  sur  la  for- 
mule (1^ .  la  formule  (2)  se  trouve  démontrée  aussi  généralement  que  la  première.  Ces 
formules  sont  souvent  démontrées  d'une  manière  qui  ne  met  pas  en  évidence  le  jeu  des 
signes,  de  sorte  que.  pour  les  atimettre  comme  générales,  il  faut  se  reposer  sur  la  géné- 
ralité même  de  l'algèbre. 
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(D)  pa.'ie  9!> ,  liiiiu'    ÎH,  ajuniez  : 

On  peut,  à  la  rij;ueur,  donnée  nne  signification  géométri(|ue  au  proijIcTne  i!ii  plan  ii'.axi- 
nium  des  aires. 

Supposons  qu'on  ait  un  certain  nombre  d'aii'es  planes  dont  les  directions  dans  l'espace 
soient  données  et  don!  chaciine  ait  une  face  rou{je  el  une  face  blanclie.  Eh'voiis  à  ciiacune 
d'elles  une  [jcrpendiculaire  roiujc  du  côté  de  sa  lace  rouge  et  une  perpendiculaire /)/»«( /le 
du  côté  de  sa  face  blanche.  Supposons  aussi  que  le  plan  de  projection  ait  une  face  rou|;e 
et  une  face  blanche,  une  perpendiculaire  rouge  et  tuie  perpendiculaire  blanche.  Convenons 
que  la  projection  d'une  aire  sera  réputée  rouge  lorsque  sa  perpendiculaire  rouge  fera  un 
angle  aigu  avec  la  perpendiculaire  rouge  du  plan  de  projection .  et  qu'elle  sera  lépuice 
blanche  lorsque  cet  angle  sera  obtus. 

Cela  posé,  le  plan  de  projection  sera  dans  la  position  correspondante  au  maximum  lorsque 
la  somme  des  projections  rouges  différera  de  la  somme  des  projections  blanches  plus  que 
pour  toute  autre  position  de  ce  plan.  Pour  tout  plan  de  projection  perpendiculaire  à  celui 
de  la  projection  maxima,  la  somme  des  projections  rouges  sera  |)récisément  égale  a  la 
somme  des  projections  blanches,  et  en  généra!  pour  im  plan  inclin(''  sur  celui  de  la  projec- 
tion maxima.  la  dillV'rence  entre  les  deux  sommes  sera  égale  à  la  dilïérence  maxima  miii- 
tipliée  par  le  cosiims  de  l'inclinaison. 

Afin  de  ne  laisser  subsister  aucune  incertitude,  nous  ajouterons  (|iie  |iuur  di'termiiiei' 
l'angle  formé  par  la  perpendiculaire  rouge  d  une  aire  avec  la  perpendiculaire  rouge  du 
plan  de  projection,  il  suffit  de  prendre  un  point  quelconque  tie  l'espace  et  île  mener,  a 
partir  de  ce  point,  deux  droites  respectivement  [wrallèles  aux  premières  et  de  même  sens. 
L'angle  de  ces  droites  sera  celui  des  perpendiculaires.  Le  sens  d'une  perpendiculaire  se 
détermine  en  partant  du  |)ied  de  ('etle  perpendiculaire  et  en  s'éloiguanl  du  plan. 

Si  maintenant  l'on  veut  considérer  de  nouveau  le  problème  comme  apparteuani  a  la  mr- 
canique,  il  suffit  de  supposer  ([ue  chacune  de  nos  aires  planes  conlicnl  un  couple  dont  l'axe 
est  la  perpendiculaire  rouge.  Le  plan  de  la  projection  maxima  sera  celui  du  couple  résul- 
tant. 

Lacroix,  dans  son  Traité  de  calcul  différentiel  in-4"  (Tome  I,  page  o2o,  2""'  édilioni, 
résout  le  problème  du  plan  maxinuuu  des  aires  par  la  méthode  oïdiuaire  des  maxima  et 
minima  :  mais  il  est  a  remarquer  (pi'il  l'énonce  comme  s'il  s'agissait  des  valeurs  absolues 
des  projections,  abstraction  faite  de  leuis  signes. 


QA      Pourtalès,  L.A. 

56/i        Ces  quantitiés  ^positives  et 

P6      négatives  en  géométrie 
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